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Ëåâîèíâàðèàíòíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû è
àññîöèèðîâàííûå ìåòðèêè íà ÷åòûðåõìåðíûõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèÿõ ãðóïï Ëè
Êîðíåâ Å. Ñ.

28 äåêàáðÿ 2006 ã.

Ââåäåíèå
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ÷å-

òûðåõìåðíûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ãðóïï Ëè, è ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïî÷òè êîìïëåêñíûìè
ñòðóêòóðàìè ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê. Íàðÿäó ñ õîðîøî èçâåñòíûì êëàññîì îðòîãîíàëü-
íûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, ââîäÿòñÿ åù¼ äâà íîâûõ êëàññà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð (ïðèâîäèìûå è àíòèïðèâîäèìûå ñòðóêòóðû), êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîç-
íèêàþò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñ ïðèâîäèìûìè è àíòèïðèâîäèìûìè ïî÷òè êîì-
ïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè ñâÿçûâàþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê (àññî-
öèèðîâàííûå ìåòðèêè) ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íà íåêîòîðûõ ãðóïïàõ Ëè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ëåâîèíâàðèàíòíûå êýëåðîâû ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâû è ýéíøòåéíîâû ìåòðèêè. Äëÿ
àññîöèèðîâàííûõ ìåòðèê íàõîäÿòñÿ ñêàëÿðíàÿ è ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà, òåíçîð Ðè÷÷è, è
èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Äëÿ âñåõ êëàññîâ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð äà¼òñÿ êðèòåðèé
èíòåãðèðóåìîñòè è âèä èíòåãðèðóåìûõ ñòðóêòóð â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå.

Õîðîøî èçâåñòíî ÷òî íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ëþáàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-
òóðà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (êîìïëåêñíîé), ïîýòîìó ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 4 äà¼ò ïåðâûå
íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ íåèíòåãðèðóåìûå ïî÷òè êîìïëåêñ-
íûå ñòðóêòóðû. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð
íà ãðóïïå Ëè ðàçìåðíîñòè 2n èçîìîðôíî îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó GL(2n,R)/GL(n,C),
êîòîðîå èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, òî, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþò ñïåöèàëü-
íûå êëàññû ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Îáû÷íî íà ãðóïïàõ Ëè ðàññìàòðèâàþò ëåâîèí-
âàðèàíòíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, ñîõðàíÿþùèå çàäàííóþ ìåòðèêó èëè ñèìïëåê-
òè÷åñêóþ ôîðìó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèâîäèìîé èëè àíòèïðèâîäèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî ïàðó âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êàñà-
òåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî, â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ ñòðóêòóð ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó è âíåøíþþ äâà ôîðìó, êîòîðûå îíè ñîõðàíÿþò.
Âïåðâûå àíàëîã ïîíÿòèÿ ïðèâîäèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû âîçíèê â [10] ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ðàññëîåíèÿ Õîïôà §3×§1. ÷òî ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ýòî ïîíÿòèå íà ïðîèçâîëüíîå
ðàññëîåíèå G ×K, ãäå G - ãðóïïà Ëè íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, è K - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà G ïðàâûìè ñäâèãàìè.

Â ðàáîòå äàåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîì-
ïëåêñíûõ ñòðóêòóð â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 4, íàõîäèòñÿ âèä ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïðèâîäèìûõ
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è àíòèïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð è àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè ìåòðèê, à òàê-
æå âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû âûðàæàþùèå îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àññîöèè-
ðîâàííûõ ìåòðèê ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ëè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E(1) ãðóïïó àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé R, à ÷åðåç H3 -
òðåõìåðíóþ ìàòðè÷íóþ ãðóïïó Ãåéçåíáåðãà. Ãðóïïà E(1) ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà f(x) =
ax+b, a, b ∈ R. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòó ãðóïïó ñ ìàòðè÷íîé ãðóïïîé, ñîñòîÿùåé èç ìàòðèö
âèäà: [

a b

0 1

]
.

Èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [11, 9]) ÷òî ëþáàÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ Àëãåáðà ëè ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðÿ-
ìûì, ëèáî ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì àëãåáð Ëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðè÷åì ëþáîå
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èçîìîðôíî îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè:

so(3)× R, sl(2,R)× R, h3 × R, e(1)× R2, e(1)× e(1).

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï
Ëè, è ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ÷àñòüþ îáùåãî èññëåäîâàíèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð è àññîöèèðîâàííûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ Ëè ðàçìåðíîñòè 4.

Ñîäåðæàíèå
1 Êëàññèôèêàöèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóê-

òóð. 3

2 Àññîöèèðîâàííûå è ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû. 7

3 Âûâîä îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ôîðìóë 14

4 Ãðóïïà SO(3)× S1 17

5 Ãðóïïà SL(2,R)× R 24

6 Ãðóïïà H3 × R 28

7 Ãðóïïà E(1)× R2. 34

8 Ãðóïïà E(1)× E(1). 37

1 Êëàññèôèêàöèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè
êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð.

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè 4 è Lx � îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà íà ýëåìåíò x ∈ G.
Ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà ãðóïïå Ëè G, íàçûâàåòñÿ C∞-ãëàäêîå ïîëå ýíäîìîðôèçìîâ

J(x), êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ãðóïïû G, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ G, J2(x) = − id. Ïî-
÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J , íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ G, J(x) =
dLxJ(e)dLx−1 . Ïîñêîëüêó âñå èíâàðèàíòíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â åäèíèöå e ãðóïïû, òî èõ îòîæääåñòâëÿþò ñ ýíäîìîðôèçìàìè àë-
ãåáðû ãðóïïû G, à ïðè ôèêñàöèè áàçèñà â àëãåáðå Ëè � ñ âåùåñòâåííûìè íåâûðîæäåííûìè
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ìàòðèöàìè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëåâîèíâàðèàíòíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå
ñòðóêòóðû, è îïóñêàòü ñëîâî “ëåâîèíâàðèàíòíàÿ'".

Ïóñòü òåïåðü íà ãðóïïå G, çàäàíà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ïñåâäàðèìàíîâà ìåòðèêà g. Ïî÷òè êîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J , íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g (g-îðòîãîíàëüíîé),
åñëè g(JX, JY ) = g(X, Y ) äëÿ ëþáûõ X è Y èç àëãåáðû Ëè ãðóïïû G.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîãî ïàðàãðàôà, áóäåò îïèñàíèå îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóê-
òóð, â çàâèñèìîñòè îò ñèãíàòóðû ìåòðèêè g, â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìåòðèêà g èìååò êàíîíè÷åñêèé (äèàãîíàëüíûé) âèä â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå. Â ÷å-
òûðåõìåðíîì ñëó÷àå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñèãíàòóðà ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ òèïîâ: (+, +, +, +) � ðèìàíîâà ìåòðèêà, (−, +, +, +) è (−,−, +, +).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü g � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà, íà ãðóïïå Ëè, ðàçìåð-
íîñòè 4 è J � ìàòðèöà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû â îðòîíîðìèðîâàííîì îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè g áàçèñå. Òîãäà:

1) Åñëè ìåòðèêà g � ðèìàíîâà, òî ìíîæåñòâî g-îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóê-
òóð îáðàçóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå äâóìåðíîé ñôåðû. Êàæäîé òî÷êå (a, b, c) íà ñôåðå, ñîîò-
âåòñòâóåò ïàðà ñòðóêòóð:

J+ =




0 a b c

−a 0 c −b

−b −c 0 a

−c b −a 0




,

è

J− =




0 a b c

−a 0 −c b

−b c 0 −a

−c −b a 0




. (1.1)

2) Åñëè ìåòðèêà g èìååò ñèãíàòóðó (−,−, +, +), òî ìíîæåñòâî g-îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè
êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, îáðàçóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå äâóìåðíîé ïñåâäîñôåðû. Êàæäîé òî÷-
êå (a, b, c) íà ïñåâäàñôåðå, ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ñòðóêòóð:

J+ =




0 a b c

−a 0 c −b

b c 0 a

c −b −a 0




,

è

J− =




0 a b c

−a 0 −c b

b −c 0 −a

c b a 0




. (1.2)

3) Åñëè ìåòðèêà g èìååò ñèãíàòóðó (−, +, +, +), òî íà ãðóïïå Ëè íå ñóùåñòâóåò g-
îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì ìåòðèêó è åå ìàòðèöó, â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå. À åäèíè÷íóþ ìàòðèöó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç id.

1) Ïóñòü g � ðèìàíîâà ìåòðèêà, è J � îðòîãîíàëüíàÿ, îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè, ñòðóêòóðà.
Ìàòðèöà g � ýòî ïðîñòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,
èìååò âèä:

JJ t = id

Ñêëàäûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì J2 = − id, ïîëó÷àåì:

J(J + J t) = 0

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà J � íåâûðîæäåíà, òî J = −J t. ò. å.

J =




0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0




(1.3)

Èç óñëîâèÿ J2 = − id, ïîëó÷àåì: 



a2 + b2 + c2 = 1

a2 + d2 + e2 = 1

b2 + d2 + f 2 = 1

c2 + e2 + f 2 = 1

bd + ce = 0

ad− cf = 0

ae + bf = 0

ab + ef = 0

ac− df = 0

bc + de = 0

Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà òèïà ðåøåíèé:

d = c, e = −b, f = a, a2 + b2 + c2 = 1

è
d = −c, e = b, f = −a, a2 + b2 + c2 = 1

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåøåíèÿ â (1.3), ïîëó÷àåì ñòðóêòóðû âèäà (1.1), ëåæàùèå íàä òî÷êîé ñôåðû
a2 + b2 + c2 = 1.

2) Åñëè ìåòðèêà G èìååò ñèãíàòóðó (−,−, +, +), òî

g =

[ −id2 0
0 id2

]

Çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè, äëÿ ñòðóêòóðû J , ïîëó÷àåì:

J tgJ = g
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî G−1 = gt = g, ïîëó÷àåì:

gJ tgJ = id

Ñêëàäûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì J2 = − id, ïîëó÷àåì:

(J + gJ tg) · J = 0

Îòêóäà:
Jg = −gJ t

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äàåò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîìïîíåíòû ìàòðèöû J :

Jk
k = 0, k = 1, 2, 3, 4

,
J2

1 = −J1
2 J3

1 = J1
3 J4

1 = J1
4 J3

2 = J2
3

J4
2 = J2

4 J4
3 = −J3

4

Îòêóäà:

J =




0 a b c

−a 0 d e

b d 0 f

c e −f 0




(1.4)

Èç óñëîâèÿ J2 = − id, ïîëó÷àåì: 



a2 − b2 − c2 = 1

a2 − d2 − e2 = 1

f 2 − b2 − d2 = 1

f 2 − c2 − e2 = 1

bd + ce = 0

ad− cf = 0

ae + bf = 0

ab + ef = 0

ac− df = 0

bc + df = 0

Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà òèïà ðåøåíèé: d = c, e = −b, f = a, a2 − b2 − c2 = 1 è d = −c, e = b, f =
−a, a2 − b2 − c2 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåøåíèÿ â (1.7), ïîëó÷àåì ñòðóêòóðû âèäà (1.2), ëåæàùèå
íàä òî÷êîé ïñåâäîñôåðû a2 − b2 − c2 = 1.

3) Åñëè ìåòðèêà g èìååò ñèãíàòóðó (−, +, +, +), òî

g =

[ −1 0
0 id3

]
.

Äëÿ G-îðòîãîíàëüíîé ñòðóêòóðû J , òàê æå êàê â ïóíêòå 2) ïîëó÷àåì:

Jg = −gJ t
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îòêóäà:
Jk

k = 0, k = 1, 2, 3, 4

,
J2

1 = J1
2 J3

1 = J1
3 J4

1 = J1
4 J3

2 = −J2
3

J4
2 = −J2

4 J4
3 = −J3

4

ò. å.

J =




0 a b c

a 0 d e

b −d 0 f

c −e −f 0




.

Èç óñëîâèÿ J2 = − id, ïîëó÷àåì:




a2 + b2 + c2 = −1

a2 − d2 − e2 = −1

b2 − d2 − f 2 = −1

c2 − e2 − f 2 = −1

bd + ce = 0

ad− cf = 0

ae + bf = 0

ab− ef = 0

ac + df = 0

bc− de = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà íå èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå 1.2. Óêàçàííûå â òåîðåìå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû J+ ñîõðàíÿþò îðè-
åíòàöèþ íà ãðóïïå, à J− ìåíÿþò îðèåíòàöèþ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ïîýòîìó, åñëè îãðàíè-
÷èòüñÿ òîëüêî îðòîãîíàëüíûìè ñòðóêòóðàìè, ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ, òî òàêèå ñòðóê-
òóðû ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè ñôåðû èëè ïñåâäîñôåðû.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü W � ìíîæåñòâî g-îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð,
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ íà ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïå Ëè. Òîãäà: Åñëè ìåòðèêà G � ðèìàíî-
âà, òî ìíîæåñòâî W � êîìïàêòíî è ñâÿçíî. Åñëè g � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ñèãíàòóðû
(−,−, +, +), òî ìíîæåñòâî W � íåêîìïàêòíî, è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïàðàìåòðèçàöèè ìíîæåñòâà W , òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîâåðõíîñòåé.

2 Àññîöèèðîâàííûå è ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóê-
òóðû.

Ïóñòü J � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, íà ãðóïïå Ëè G, ñ çàäàííîé ëåâî-
èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé g. Åñëè ñòðóêòóðà J � îðòîãîíàëüíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g, òî ñ
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ïàðîé J, g ìîæíî ñâÿçàòü âíåøíþþ 2-ôîðìó Ω, çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ω(X, Y ) = g(X, JY ) äëÿ âñåõ X è Y èç àëãåáðû Ëè ãðóïïû G.

Ôîðìà Ω íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé íà ãðóïïå G. Èç îðòîãîíàëüíîñòè ñòðóêòóðû J
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî:

g(X,Y ) = Ω(JX, Y ).

Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J , íà ãðóïïå Ëè ðàçìåðíîñòè 2 n, íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
èëè êîìïëåêñíîé, åñëè íà ãðóïïå ìîæíî ââåñòè âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
òàêèå ÷òî:

J∂/∂x1 = ∂/∂y1, . . . , J∂/∂xn = ∂/∂yn.

Ýòî, ôàêòè÷åñêè, îçíà÷àåò ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà J ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ óìíîæåíèåì íà
ìíèìóþ åäèíèöó i è ââåñòè íà ãðóïïå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû (z1, . . . , zn), zk = xk + iyk, k =
1, . . . , n, òàêèå ÷òî:

J∂/∂zk = i∂/∂zk, J∂/∂z̄k = −i∂/∂z̄k,

ãäå
∂

∂zk

=
1

2

(
∂

∂xk

− i
∂

∂yk

)
,

∂

∂z̄k

=
1

2

(
∂

∂xk

+ i
∂

∂yk

)
.

Åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà Ω � çàìêíóòà, à ñòðóêòóðà J � èíòåãðèðóåìà, òî ìåòðèêà g íàçû-
âàåòñÿ êýëåðîâîé (à â ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè � ïñåâäîêýëåðîâîé). Ýòîò êëàññ ìåòðèê
íàèáîëåå ïîïóëÿðåí, è àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ðèìàíîâîì ñëó÷àå. Åñëè J � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòó-
ðà, îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè g, òî ïàðà J, g íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé (à â
ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè � ïñåâäîýðìèòîâîé) ñòðóêòóðîé.

Òåíçîðîì Íåéåíõåéñà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J , íàçûâàåòñÿ òåíçîð N , òèïà (2,1),
îïðåäåëÿåìûé (íà àëãåáðå Ëè ãðóïïû G), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N(X, Y ) = 2 ([JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ]) (2.1)

Êðèòåðèåì èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.1. [14, òîì 2.] Ïóñòü J � ãëàäêàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà äèôôåðåí-
öèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè è N � åå òåíçîð Íåéåíõåéñà. Òîãäà ñòðóêòóðà J èíòåãðèðóåìà, òîãäà,
è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîð N òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Åñëè íà ãðóïïå Ëè G çàäàíà âíåøíÿÿ íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà Ω, è ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà J ñîõðàíÿåò ôîðìó Ω, ò. å.

Ω(JX, JY ) = Ω(X,Y ) äëÿ âñåõ X è Y èç àëãåáðû Ëè ãðóïïû G,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòðóêòóðà J � àññîöèèðîâàíà ñ ôîðìîé Ω. Ñ êàæäîé àññîöèèðîâàííîé ïî÷òè
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, ìîæíî ñâÿçàòü ìåòðèêó gJ , çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gJ(X, Y ) = Ω(JX, Y ) äëÿ âñåõ X è Y èç àëãåáðû Ëè ãðóïïû G.

Òàêèå ìåòðèêè íàçûâàþò àññîöèèðîâàííûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåì òàêèì ìåòðèêàì ñîîòâåòñòâó-
åò îäíà è òà æå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà Ω.

Ïîñêîëüêó, â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 4, èíâàðèàíòíóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 4, êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí − id, òî çàäà÷à íà-
õîæäåíèÿ âñåõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
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ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäå-
ëÿþò ìíîãîîáðàçèå GL(4,R)/GL(2,C) ðàçìåðíîñòè 8, âñåõ èíâàðèàíòíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð. Ïîýòîìó êëàññèôèöèðîâàòü ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî è
ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå êëàññû ñòðóêòóð. Äâà òàêèõ êëàññà (îðòîãîíàëüíûå è
àññîöèèðîâàííûå ñ âíåøíåé 2-ôîðìîé) áûëè ââåäåíû âûøå.

Ââåäåì åùå îäèí âàæíûé êëàññ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ðàç-
ìåðíîñòè 4n, B � 2 n-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà G è B⊥ � ðàñïðåäåëåíèå äîïîëíèòåëüíîå ê B.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïðèâîäèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, àññîöèèðîâàííîé ñ ïàðîé
ðàñïðåäåëåíèé B è B⊥, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J , èíâàðèàíòíî äåéñòâó-
þùàÿ íà B è B⊥, ò. å. äëÿ ëþáûõ u ∈ B è v ∈ B⊥, Ju ∈ B, Jv ∈ B⊥.

Ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò, êîãäà ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì è îäíî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê áàçå ðàññëîåíèÿ, à äðóãîå
ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñëîþ. Ñàìà ñòðóêòóðà J , â ýòîì ñëó÷àå, ÿâëÿåòñÿ ñî-
âîêóïíîñòüþ äâóõ ñòðóêòóð, çàäàííûõ íà áàçå ðàññëîåíèÿ è íà ñëîå. Ïåðâûì ïðèìåðîì òàêîãî
ðîäà, ñòàëè ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà ðàññëîåíèè Õîïôà, ðàññìîòðåííûå Ï. Ãîäóøîíîì
â [10].

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè 4, è e1, e2, e3, e4 � áàçèñ åå àëãåáðû Ëè. Òîãäà ýòó àëãåáðó
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ B ⊕ B⊥ ìíîãèìè
ñïîñîáàìè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âûáèðàòü áàçèñ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì òàê, ÷òîáû ðàñïðå-
äåëåíèÿ B è B⊥ ïîðîæäàëèñü áû âåêòîðàìè áàçèñà.

Êëàññèôèêàöèþ ïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â ýòîì áàçèñå, äàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü J � ïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ÷åòûðåõìåðíîé ãðóï-
ïå Ëè G, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïàðîé ðàñïðåäåëåíèé B è B⊥. Òîãäà:

1) Åñëè B = {e1, e2}, B⊥ = {e3, e4}, òî

J =




a b 0 0

c −a 0 0

0 0 α β

0 0 γ −α




(2.2)

2) Åñëè B = {e1, e3}, B⊥ = {e2, e4}, òî

J =




a1 0 b1 0

0 a2 0 b2

c1 0 −a1 0

0 c2 0 −a2




(2.3)

3) Åñëè B = {e1, e4}, B⊥ = {e2, e3}, òî

J =




a 0 0 b

0 α β 0

0 γ −α 0

c 0 0 −a




(2.4)
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ïðè÷åì
a2 + bc = α2 + βγ = −1 (2.5)

a2
1 + b1c1 = a2

2 + b2c2 = −1 (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èìååì:

Je1 = ae1 + ce2, Je2 = be1 + de2, Je3 = αe3 + γe4, Je4 = βe3 + δe4.

Îòêóäà:

J =




a b 0 0

c d 0 0

0 0 α β

0 0 γ δ




.

Èç óñëîâèÿ J2 = − id ïîëó÷àåì: 



a2 + bc = −1,

b(a + d) = 0,

c(a + d) = 0,

d2 + bc = −1,

α2 + βγ = −1,

β(α + δ) = 0,

γ(α + δ) = 0,

δ2 + βγ = −1.

Èç óñëîâèé bc = −a2 − 1 < 0, βγ = −α2 − 1 < 0, ñëåäóåò ÷òî b 6= 0, c 6= 0, β 6= 0, γ 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî d = −a, δ = −α.

2) Èìååì:

Je1 = a1e1 + c1e3, Je2 = a2e2 + c2e4, Je3 = b1e1 + d1e3, Je4 = b2e2 + d2e4

Îòêóäà:

J =

[
A B

C D

]
.

Ãäå A,B, C, D � äèàãîíàëüíûå áëîêè ïîðÿäêà 2. Ïîñêîëüêó âñå ýòè áëîêè âçàèìíî êîììóòèðóþò,
òî èç óñëîâèÿ J2 = − id, ïîëó÷àåì:





A2 + BC = − id,

B(A + D) = 0,

C(A + D) = 0,

D2 + BC = − id .

Èç óñëîâèÿ A2 = −BC − id, ñëåäóåò ÷òî:

det(B) det(C) = det(id +A2) = (1 + a2
1)(1 + a2

2) > 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû B è C � íåâûðîæäåíû, è ñëåäîâàòåëüíî D = −A.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1).
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Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðóêòóðû âèäà (2.2) ÷åðåç J1, ñòðóêòóðû âèäà (2.3) ÷åðåç
J2, à ñòðóêòóðû âèäà (2.4) ÷åðåç J3.

Çàìå÷àíèå 2.4. Èç ðàâåíñòâ (2.5) è (2.6) âèäíî, ÷òî sign(b) 6= sign(c), sign(β) 6= sign(γ), sign(bk) 6=
sign(ck) ïðè k = 1, 2. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ b > 0, β > 0, b1 > 0, b2 > 0, è âûðàæàÿ èç (2.5) c è γ,
à èç (2.6) c1 è c2, ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ, ìíîæåñòâî ïðèâîäèìûõ ïî-
÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð ïàðàìåòðèçóåòñÿ îáëàñòüþ ïðîñòðàíñòâà C2 : {(z1, z2) : Im z1 >
0, Im z2 > 0}, ãäå z1 = a + bi, z2 = α + βi. Ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ èìååì: c < 0, γ < 0, c1 <
0, c2 < 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ1, θ2, θ3, θ4 � áàçèñíûå ëåâîèíâàðèàíòíûå 1-ôîðìû, äâîéñòâåííûå áàçèñó
e1, e2, e3, e4. Ââåäåì ñëåäóþùèå ëåâîèíâàðèàíòíûå 2-ôîðìû:

Ω1 = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4, Ω2 = θ1 ∧ θ3 + θ2 ∧ θ4, Ω3 = θ1 ∧ θ4 + θ2 ∧ θ3.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöû ýòèõ ôîðì â ñòàíäàðòíîì áàçèñå 2-ôîðì, òåìè æå ñèìâîëàìè, ÷òî
è ñàìè ôîðìû. Èìååì:

J t
1Ω1J1 =




a c 0 0

b −a 0 0

0 0 α γ

0 0 β −α



·




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0



·




a b 0 0

c −a 0 0

0 0 α β

0 0 γ −α




=




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0




= Ω1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì:
J t

2Ω2J2 = Ω2

è
J t

3Ω3J3 = Ω3

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèâîäèìûå ñòðóêòóðû Jk ñîõðàíÿþò ôîðìó Ωk, k = 1, 2, 3, ò. å. ÿâëÿþòñÿ
àññîöèèðîâàííûìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 2-ôîðìàìè. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè

gk(X,Y ) = Ωk(JkX, Y ) (k = 1, 2, ),

ñ êàæäûì òèïîì ïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð èç òåîðåìû 2.3 ìîæíî ñâÿçàòü
àññîöèèðîâàííûå ïñåâäîðèìàíîâû ìåòðèêè: g1, g2, g3.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñàöèè áàçèñà àëãåáðû Ëè ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïû Ëè, íà ýòîé ãðóïïå
âîçíèêàþò òðè ñåìåéñòâà ìåòðèê:

g1 = −c (θ1)2 + 2 aθ1θ2 + b (θ2)2 − γ (θ3)2 + 2 αθ3θ4 + β (θ4)2,

g2 = −c1 (θ1)2 + 2 a1θ
1θ3 − c2 (θ2)2 + 2 a2θ

2θ4 + b1 (θ3)2 + b2 (θ4)2,

g3 = −c (θ1)2 + 2 aθ1θ4 − γ (θ2)2 + 2 αθ2θ3 + β (θ3)2 + b (θ4)2,

êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.5) è (2.6). â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.4, âñå ëåâûå
óãëîâûå ìèíîðû óêàçàííûõ ìåòðèê � ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî âñå ýòè ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ
ðèìàíîâûìè.

Îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð è àññîöè-
èðîâàííûõ ìåòðèê òðåáóåò âûáîðà áàçèñà â àëãåáðå Ëè. Îäíàêî, åñëè íà ãðóïïå óäàåòñÿ îïðåäå-
ëèòü ìåòðèêó g èíâàðèàíòíûì îáðàçîì, è ââåñòè îäíî äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå B, òî âòîðîå
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ðàñïðåäåëåíèå B⊥ ìîæíî çàäàòü êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ B îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè g. Åñëè J � ïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ òàêèìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè, òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå áàçèñà
â B è B⊥, J èìååò âèä (2.2). Îñòàëüíûå ñëó÷àè (2.3) è (2.4) ñâîäÿòñÿ ê (2.5) ïåðåñòàíîâêîé
èíäåêñîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ïóñòü ñíîâà G ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè 4 n, è B,B⊥ � ïàðà 2 n-ìåðíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, ïðÿìàÿ ñóììà êîòîðûõ äàåò âñþ àëãåáðó Ëè ãðóïïû G.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Àíòèïðèâîäèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé àññîöèèðîâàííîé ñ ïà-
ðîé ðàñïðåäåëåíèé B è B⊥ íà ãðóïïå Ëè G, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J ,
òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ U ∈ B, JU ∈ B⊥, è äëÿ âñåõ V ∈ B⊥, JV ∈ B.

Ãåîìåòðè÷åñêè îïðåäåëåíèå 2.5 îçíà÷àåò, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà âçàèìíî ïåðå-
ñòàâëÿåò ðàñïðåäåëåíèÿ B è B⊥.

Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå àíòèïðèâîäèìóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ëåãêî ïîñòðîèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ïóñòü A � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç B â B⊥, e1, e2 � áàçèñ
â B, à e3, e4 � áàçèñ â B⊥. Ïîëîæèì:

Je1 = Ae1 = v1 ∈ B⊥, Je2 = Ae2 = v2 ∈ B⊥, Jv1 = −e1 = −A−1v1, Jv2 = −e2 = −A−1v2.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî J ÿâëÿåòñÿ àíòèïðèâîäèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé. Ïî-
ñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ B è B⊥ � èçîìîðôíû, òî ìàòðèöó îòîáðàæåíèÿ A−1 ìîæíî îòîæäå-
ñòâèòü ñ îáðàòíîé ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ A, ñëåäîâàòåëüíî â áàçèñå e1, e2, e3, e4 ñòðóêòóðà J
èìååò âèä: [

0 −A−1

A 0

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïîðîæäàåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ àíòèïðèâîäèìóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà
÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïå Ëè, è îáðàòíî.

Êëàññèôèêàöèþ àíòèïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïå Ëè ðàçìåðíîñòè
4, â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå, äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü e1, e2, e3, e4 � áàçèñ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ëè ðàçìåðíîñòè 4, è Ĵ � àí-
òèïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïàðîé ëåâîèíâàðèàíòíûõ
äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé B è B⊥, òîãäà:

1) Åñëè b = {e1, e2}, B⊥ = {e3, e4}, òî Ĵ èìååò âèä:

Ĵ1 =




0 0 −d/D b/D

0 0 c/D −a/D

a b 0 0

c d 0 0




.

2) Åñëè B = {e1, e3}, B⊥ = {e2, e4}, òî Ĵ èìååò âèä:

Ĵ2 =




0 −d/D 0 b/D

a 0 b 0

0 c/D 0 −a/D

c 0 d




.
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3) Åñëè B = {e1, e4}, B⊥ = {e2, e3}, òî Ĵ èìååò âèä:

Ĵ3 =




0 −d/D b/D 0

a 0 0 b

c 0 0 d

0 c/D −a/D 0




,

ãäå D = ad− bc 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {e1, e2}, B⊥ = {e3, e4}. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, àíòèïðèâîäèìàÿ
ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìèB è B⊥ îïðåäåëÿåòñÿ íåâû-
ðîæäåííûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì A. Ïîëîæèì Ae1 = ae3 + ce4, Ae2 = be3 + de4. Ïîñêîëüêó
ìàòðèöà ñàìîé ñòðóêòóðû èìååò âèä:

[
0 −A−1

A 0

]
,

è
A =

[
a b

c d

]
, −A−1 =

[ −d/D b/D

c/D −a/D

]
,

è ìû ïîëó÷àåì ñòðóêòóðó Ĵ1.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê èíäåêñàì áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïåðåñòàíîâîê

(
1 2 3 4
1 3 2 4

)
,

è (
1 2 3 4
1 3 4 2

)
,

ñòðóêòóðà Ĵ1 òðàíñôîðìèðóåòñÿ â Ĵ2 è Ĵ3 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĝ ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áàçèñ e1, e2, v1, v2 ÿâ-
ëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Òîãäà àíòèïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Ĵ : Ĵe1 =
v1, Ĵe2 = v2, Ĵv1 = −e1, Ĵv2 = −e2, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ĝ. Ìàòðèöà
ýòîé ìåòðèêè â áàçèñå e1, e2, v1, v2 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. À ìàòðèöà ïåðåõîäà ê ýòîìó áàçèñó äëÿ
àíòèïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð èç òåîðåìû 2.6 èìååò âèä: Äëÿ ñòðóêòóðû Ĵ1:

P =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 a b

0 0 c d




,

äëÿ ñòðóêòóðû Ĵ2:

P =




1 0 0 0

0 a 0 b

0 0 1 0

0 c 0 d




,
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äëÿ ñòðóêòóðû Ĵ3:

P =




1 0 0 0

0 a c 0

0 c d 0

0 0 0 1




.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó çàìåíû áàçèñà â ìåòðèêå g = P tĝP , íàõîäèì ìàòðèöû ìåòðèê
èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóð Ĵ1, Ĵ2 è Ĵ3 ñîîòâåòñòâåííî, â áàçèñå e1, e2, e3, e4:

ĝ1 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 a2 + c2 ab + cd

0 0 ab + cd b2 + d2




,

ĝ2 =




1 0 0 0

0 a2 + c2 0 ab + cd

0 0 1 0

0 ab + cd 0 b2 + d2




,

ĝ3 =




1 0 0 0

0 a2 + c2 ab + cd 0

0 ab + cd b2 + d2 0

0 0 0 1




.

Ïîñêîëüêó det ĝ1 = det ĝ2 = det ĝ3 = D2, òî âñå ýòè ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ ðèìàíîâûìè.
Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî åñëè íà ãðóïïå Ëè çàäàíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà Ω, ïî-

ëó÷åííàÿ èç ìåòðèêè g ñ ïîìîùüþ g-îðòîãîíàëüíîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J0, òî âñå
ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííûå ñ ôîðìîé Ω, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå [7, ãëàâà
9.]:

J = J0(id +P )(id−P )−1,

ãäå P � ýíäîìîðôèçì àëãåáðû Ëè ãðóïïû G, òàêîé ÷òî: J0P = −PJ0, P � ñèììåòðè÷åí îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèêè g, è îïåðàòîð id−P 2 � íåâûðîæäåí. Áîëåå ïîäðîáíî ñì. [7, ãëàâà 9.].

3 Âûâîä îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ôîðìóë
Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò âûâåäåíû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ôîðìóëû, âûðà-
æàþùèå îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè ãðóïïû
Ëè.

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n, g � åå àëãåáðà Ëè, e1, . . . , en � áàçèñ àëãåáðû g,
è θ1, . . . , θn � äâîéñòâåííûé áàçèñ ëåâîèíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì. Òîãäà:

[ei, ej] =
n∑

k=1

Ck
ijek (3.1)
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Î÷åâèäíî, ÷òî
Ck

ij = −Ck
ji äëÿ âñåõ i, j, k.

Ïóñòü J � ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå G. Òîãäà:

Jei =
n∑

k=1

Jk
i ek.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå âìåñòå ñ ðàçëîæåíèåì (3.1) â ôîðìóëó (2.1), ïîëó÷àåì:

N(ei, ej) =
n∑

k=1

(
2

n∑

l,m=1

(
J l

iJ
m
j Ck

lm + J l
iJ

k
mCm

jl − J l
jJ

k
mCm

il

)− 2 Ck
ij

)
ek

Îòêóäà:

Nk
ij = 2

n∑

l,m=1

(
J l

iJ
m
j Ck

lm + J l
iJ

k
mCm

jl − J l
jJ

k
mCm

il

)− 2 Ck
ij (3.2)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âûðàæàåò êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû,
è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè âûÿñíåíèè âîïðîñà îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè êîì-
ïëåêñíîé ñòðóêòóðû.

Ïóñòü ω � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà íà ãðóïïå G. Òîãäà èç èçâåñòíîé ôîðìóëû [14]:

dω(X,Y ) = −1/2 ω([X, Y ]) äëÿ âñåõ X è Y èç g

Ïîëó÷àåì:

dθk(ei, ej) = −θk([ei, ej]) = −
n∑

l=1

C l
ijθ

k(el) = −Ck
ij

Îòêóäà:
dθk = −1/2

∑
i<j

Ck
ijθ

i ∧ θj (3.3)

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì ñòðóêòóðíûì êîíñòàíòàì, âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåí-
öèàë ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìû è ïîëåçíà ïðè âûÿâëåíèè íà ãðóïïå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð
è ïñåâäîêýëåðîâûõ ìåòðèê.

Ïóñòü g � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà ãðóïïå G, è ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-
×èâèòòû ýòîé ìåòðèêè. Áóäåì îáîçíà÷àòü êîìïîíåíòû ìåòðèêè g ÷åðåç gij, à êîìïîíåíòû ìåò-
ðèêè g−1 � ÷åðåç gij. (äàëüøå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñèìâîëèêà ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ
èíäåêñó) Òîãäà:

∇ei
ej = Γk

ijek (3.4)

äëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòòû ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè, èìååò ìåñòî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà (ñì.
[4]):

g(∇XY, Z) = 1/2 (g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y )) ,

ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó ðàçëîæåíèå (3.4), Ïîëó÷àåì:

Γij,l = Γk
ijgkl = g(∇ei

ej, el) = 1/2 (g([ei, ej], el)− g([ej, el], ei) + g([el, ei], ej)) =

= 1/2
(
Ck

ijgkl − Ck
jlgki + Ck

ligkj

)
.
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Ïîñêîëüêó Γk
ij = gklΓij,l, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Γk
ij = 1/2 gkl

(
Cm

ij gml − Cm
jl gmi + Cm

li gmj

)
(3.5)

Îïðåäåëèì òåïåðü òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè g êàê òåíçîð R òèïà (2, 1), çàäàííûé íà àëãåáðå
Ëè g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ (3.1) è (3.5), ïîëó÷àåì:

R(ei, ej)ek = Rl
ijkel =

(
Γm

jkΓ
l
im − Γm

jkΓ
l
im − Cm

ij Γl
mk

)

Îòêóäà:
Rl

ijk = Γm
jkΓ

l
im − Γm

jkΓ
l
im − Cm

ij Γl
mk (3.6)

Òåíçîðîì Ðè÷÷è ìåòðèêè g, íàçûâàåòñÿ òåíçîð S òèïà (2, 0), îïðåäåëÿåìûé íà àëãåáðå g

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
S(X,Y ) = gijg (R(ei, X)Y, ej)

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåíçîð Ðè÷÷è � ýòî ñâåðòêà òåíçîðà êðèâèçíû ïî ïåðâîìó è ÷åòâåðòîìó
èíäåêñàì. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà λ, òàêàÿ ÷òî:

S(X,Y ) = λg(X,Y ) äëÿ âñåõ X è Y èç g,

òî ìåòðèêà g � íàçûâàåòñÿ ýéíøòåéíîâîé. Åñëè îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g ïî÷òè
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J � ñîõðàíÿåò òåíçîð Ðè÷÷è, òî ãîâîðÿò ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è ÿâëÿåòñÿ
ïñåâäîýðìèòîâûì, à â ñëó÷àå ðèìàíîâîé ìåòðèêè � ýðìèòîâûì. Î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è
ýéíøòåéíîâîé ïñåâäîýðìèòîâîé ìåòðèêè, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîýðìèòîâûì. Òåïåðü, ïîëüçóÿñü
äàííûì îïðåäåëåíèåì, âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Ðè÷÷è. Èìååì:

S(ei, ej) = glmg (R(el, ei)ej, em) = glmg(Rv
lijev, em) = glmgvm

(
Γu

ijΓ
v
lu − Γu

ljΓ
v
iu − Cu

liΓ
v
uj

)
,

ò. å.
Sij = glmgvm

(
Γu

ijΓ
v
lu − Γu

ljΓ
v
iu − Cu

liΓ
v
uj

)
.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:
Sij = Γu

ijΓ
l
lu − Γu

ljΓ
l
iu − Cu

liΓ
l
uj (3.7)

Êðèâèçíîé Ðè÷÷è ìåòðèêè g, â íàïðàâëåíèè íåèçîòðîïíîãî âåêòîðà e, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

kric(e) =
S(e, e)

g(e, e)
.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Êðèâèçíà Ðè÷÷è ýéíøòåéíîâîé ìåòðèêè � îäèíàêîâà âî
âñåõ íàïðàâëåíèÿõ.

Ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé ìåòðèêè g, íàçûâàåòñÿ ñâåðòêà òåíçîðà Ðè÷÷è:

σ = gijSij (3.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè g = λS, òî σ = λn.
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Ñåêöèîííîé êðèâèçíîé ìåòðèêè g, â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè {X, Y }, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

k(X, Y ) =
g (R(X, Y )Y, X)

g(X,X g(Y, Y )− g(X,Y ) g(X,Y )
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà äâóìåðíîãî íàïðàâëå-
íèÿ. Èìååì:

k(ei, ej) =
g(Rm

ijjem, ei)

giigjj − gij

=
gim

(
Γl

jjΓ
m
il − Γl

ijΓ
m
jl − C l

ijΓ
m
lj

)

giigjj − g2
ij

(3.9)

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ôîðìóëà (3.9.22) ïðèíèìàåò âèä:

k(ei, ej) = Γl
jjΓ

i
il − Γl

ijΓ
i
jl − C l

ijΓ
i
lj (3.10)

Åñëè âî âñåõ âûøå ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ çàìåíèòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ðàçëîæåíèåì (3.4),
òî ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû ÿâíî âûðàæåííûå ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû. Îäíàêî îíè ñëèøêîì
ãðîìîçäêè è ìû íå áóäåì èõ ïðèâîäèòü.

4 Ãðóïïà SO(3)× S1

Êàê èçâåñòíî ãðóïïà SO(3) äèôôåîìîðôíà SU(2)/ ± 1. Ñëåäîâàòåëüíî ãðóïïà SU(2) ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû SO(3), à ñëåäîâàòåëüíî îíè èìåþò îäíó è òó æå àëãåáðó
Ëè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó SU(2)× S1.

Ãðóïïà SU(2) ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ ìàòðèö âèäà:
[

z1 −z̄2

z2 z̄1

]
,

òàêèõ ÷òî |z1|2 + |z2|2 = 1. ò. å. ãðóïïà SU(2) � äèôôåîìîðôíà òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðà Ëè ãðóïïû SU(2) èçîìîðôíà àëãåáðå so(3), à àëãåáðà Ëè îêðóæíîñòè
S1 � èçîìîðôíà R. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Ëè íàøåé ãðóïïû åñòü so(3)× R. Äàëåå ìû áóäåì
ñ÷èòàòü îòîæäåñòâëÿòü àëãåáðó Ëè so(3) ñ ïðîñòðàíñòâîì R3 ñ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà SO(3) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî ôîðìà Êèëëèíãà-Êàðòàíà B � íåâûðîæäåíà
è îïðåäåëÿåò áèèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà SO(3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x4 åâêëèäîâó êîîðäèíàòó â
R, è îïðåäåëèì áèèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà SU(3)× S1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gB(X,X) = −1/2 B(X, X) + x2
4 äëÿ âñåõ X èç R3 × R.

Ãðóïïà S1 èçîìîðôíà ïîäãðóïïå â SU(2), ñîñòîÿùåé èç ìàòðèö âèäà:

Aφ =

[
exp(2 iπφ) 0

0 exp(−2 iπφ)

]
, 0 6 φ 6 1.

Îïðåäåëèì ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû S1 íà SU(2) êàê óìíîæåíèå íà ìàòðèöó Aφ ñïðàâà. Òîãäà
âåêòîðíîå ïîëå êàñàòåëüíîå ê îðáèòå äåéñòâèÿ ãðóïïû S1, áóäåò ëåâîèíâàðèàíòíûì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç e4 áàçèñíûé âåêòîð â R, à ÷åðåç e3 � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíûé ê îðáèòå äåéñòâèÿ
S1, â åäèíèöå ãðóïïû SU(2). Âûáåðåì âåêòîð e2 êàê åäèíè÷íûé âåêòîð îðòîãîíàëüíûé ðàñïðå-
äåëåíèþ {e3, e4} îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè gB, à âåêòîð e1 êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå e2 è e3 â R3.
Òîãäà ïîëó÷àåì:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, [ek, e4] = 0, k = 1, 2, 3. (4.1)
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Èç ýòèõ ôîðìóë ëåãêî íàõîäèì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû:

C3
12 = −C3

21 = 1, C2
13 = −C2

31 = −1, C1
23 = −C1

32 = 1. (4.2)

Íàéäåì òåïåðü âèä ìåòðèêè gB â âûáðàííîì áàçèñå. Ïóñòü X ∈ R3, òîãäà:

X = x1e1 + x2e2 + x3e3.

Èñïîëüçóÿ (4.1), íàõîäèì ìàòðèöó îïåðàòîðà AdX :

AdX =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0


 .

Îòêóäà:
Tr(Ad2

X) = −2 (x2
1 + x2

2 + x2
3),

è ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ X èç R3 × R èìååì:

gB(X,X) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå {e3, e4} ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñëîþ ðàññëîåíèÿ Õîïôà SU(2)×
S1 → S2, äèôôåîìîðôíîìó òîðó S1×S1, à ðàñïðåäåëåíèå {e1, e2} ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äî-
ïîëíåíèåì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû îðòîãîíàëüíûå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè gB.
Áóäåì íàçûâàòü íîðìîé òåíçîðà Íåéåíõåéñà, êâàäðàòíûé êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ åãî
êîìïîíåíò â âûáðàííîì áàçèñå.

Íàïîìíèì, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè
åäèíè÷íîé ñôåðû S2 â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ a, b, c.

Òåîðåìà 4.1. Ìíîæåñòâî âñåõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà SO(3) × S1,
îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè gB, è ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ íà ãðóïïå, ïàðàìåò-
ðèçóåòñÿ òî÷êàìè áîëüøîé îêðóæíîñòè a = 0 è òî÷êàìè þæíîãî è ñåâåðíîãî ïîëþñîâ ñôåðû
b = c = 0. À îðòîãîíàëüíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, èìåþùèå ìàêñèìàëüíóþ íîðìó
òåíçîðà Íåéåíõåéñà, ðàâíóþ

√
2, ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè äâóõ îêðóæíîñòåé, ðàäèóñà 1√

2
,

çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè a = ± 1√
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðå-
ìû. Ïîñêîëüêó ìåòðèêà gB � ðèìàíîâà, òî ïî òåîðåìå 1.1 èìååì:

J =




0 a b c

−a 0 c −b

−b −c 0 a

−c b −a 0




, (4.3)

a2 + b2 + c2 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû (4.3) è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (4.2) â ôîðìóëó
(3.2) íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà:

N3
14 = −N1

34 = 2 ac, N2
34 = −N3

24 = 2 ab.
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Îòêóäà:
‖N‖ =

√
8 a2 (b2 + c2) = 2

√
2|a|

√
1− a2.

Î÷åâèäíî, ÷òî íîðìà òåíçîðà Íåéåíõåéñà îáðàùàåòñÿ â 0 â äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) a = 0, b2 + c2 = 1.
2) a = ±1, b = c = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (4.3), ïîëó÷àåì âèä îðòîãîíàëüíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð:

Jb,c =

[
0 D

−D 0

]
,

ãäå

D =

[
b c

c −b

]
,

J± =

[ ±I 0

0 ±I

]
,

ãäå

I =

[
0 1

−1 0

]
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ‖N‖ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî ïåðåìåííîé a, òî äîñòàòî÷íî íàéòè ìàêñèìóì
ýòîé ôóíêöèè ïðè 0 6 a 6 1. Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé, íàõîäèì òî÷êó ìàêñèìóìà:

a =
1√
2
.

Îòêóäà:
max ‖N‖ =

√
2

è
b2 + c2 = 1/2.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ñòðóêòóðû Jb,c èìåþò ÿâíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: îíè âçàèìíî ïåðå-
ñòàâëÿþò çàäàííûå äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ÿâëÿþòñÿ àíòèïðèâîäèìûìè. Êîìïîçè-
öèÿ äâóõ òàêèõ ñòðóêòóð óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, îäíàêî äàåò
îïåðàòîð èíâàðèàíòíî äåéñòâóþùèé íà çàäàííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θk (k = 1, 2, 3, 4) áàçèñíûå 1-ôîðìû äâîéñòâåííûå âåêòîðàì ek. Çàôèêñè-
ðóåì ýðìèòîâó ñòðóêòóðó gB, J+, è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0 åå ôóíäàìåíòàëüíóþ 2-ôîðìó. Òîãäà â
ñèëó ðàçäåëà 2 ïîëó÷àåì:

Ω0 = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (3.3) çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (4.2), íàõîäèì:

dθ1 = −1/2 θ2 ∧ θ3, dθ2 = 1/2 θ1 ∧ θ3, dθ3 = 1/2 θ1 ∧ θ2, dθ4 = 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì:
dΩ0 = −1/2 θ1 ∧ θ2 ∧ θ4.

ò. å. ìåòðèêà gB � íåêýëåðîâà. Áîëåå òîãî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò:
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Ëåììà 4.3. Ãðóïïà Ëè SO(3)×S1 íå äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð è ëåâîèíâàðèàíòíûõ íå Ðè÷÷è-ïëîñêèõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω � çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà íà SO(3)× S1. Òîãäà:

Ω = aθ1 ∧ θ2 + bθ1 ∧ θ3 + cθ2 ∧ θ3 + αω′ ∧ θ4,

ãäå ω′ � 1-ôîðìà íà SO(3). Ïîñêîëüêó ôîðìà ω′ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôîðì θ1, θ2, θ3,
òî dω′ ∧ θ4 6= 0. Èìååì:

dΩ = αdω′ ∧ θ4 = 0,

îòêóäà α = 0, à ñëåäîâàòåëüíî ôîðìà Ω âûðîæäàåòñÿ â íàïðàâëåíèè e4. òàêèì îáðàçîì, ëþ-
áàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 2-ôîðìà � âûðîæäåíà, à çíà÷èò íà SO(3) × S1 íå ñóùåñòâóåò ëåâîèí-
âàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïóñòü òåïåðü g � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ýéíøòåéíîâà ìåòðèêà ñ íåíóëåâûì òåíçîðîì
Ðè÷÷è S. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g áàçèñ f1, f2, f3, f4 àëãåáðû Ëè
so(3)× R, òàêîé ÷òî f4 ∈ R. Ïîñêîëüêó âåêòîð f4 ïîðîæäàåò öåíòð ýòîé àëãåáðû Ëè, òî:

∇f4fk = ∇fk
f4 = 0, k = 1, 2, 3, 4.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ýòèì ðàâåíñòâîì è îïðåäåëåíèåì òåíçîðà Ðè÷÷è äàííûì â ðàçäåëå 3, íàõîäèì
÷òî S(f4, f4) = 0. Ïîñêîëüêó äëÿ ýéíøòåéíîâîé ìåòðèêè êðèâèçíà Ðè÷÷è ïîñòîÿííà âî âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ, òî ïîëó÷àåì:

S(fk, fk) = 0 ïðè k = 1, 2, 3,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ S 6= 0.

Ïî òåîðåìå 2.3, ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííûå ñ ðàñïðåäåëå-
íèÿìè {e1, e2} è {e3, e4} èìåþò âèä:

J =




a b 0 0

c −a 0 0

0 0 α β

0 0 γ −α




, (4.4)

ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé(2.5). À ïî òåîðåìå 2.6,àíòèïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû
àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèìè æå ðàñïðåäåëåíèÿìè, èìåþò âèä:

Ĵ =




0 0 −d/D b/D

0 0 c/D −a/D

a b 0 0

c d 0 0




, (4.5)

, ãäå
D = ad− bc.
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Òåîðåìà 4.4. Ìíîæåñòâî ïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà SO(3)×S1, àññîöèèðîâàííûõ
ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e2} è {e3, e4} îáðàçóåò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âèäà:




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 α β

0 0 γ −α




, (4.6)

ãäå
α2 + βγ = −1.

À ìíîæåñòâî àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð àññîöèèðîâàííûõ ñ òåìè æå ðàñïðå-
äåëåíèÿìè, îáðàçóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âèäà:




0 0 −a −b

0 0 −b a

a b 0 0

b −a 0 0




,

a2 + b2 = 1.

ò.å. ïàðàìåòðèçóåòñÿ òî÷êàìè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � òåíçîð Íåéåíõåéñà ñòðóêòóðû âèäà (4.4). Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ êîýô-
ôèöèåíòû ìàòðèöû (4.4) è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (4.2) â ôîðìóëó (3.2), íàõîäèì:

N2
13 = −2 (a2 + c2 − 2 aα− 1),

N1
14 = −N2

24 = 2 β(b + c),
N2

14 = N1
24 = −4 aβ,

N1
23 = 2 (a2 + b2 − 2 aα− 1),

N2
23 = 2 c(a− α)− 2 b(a + α).

Èç óñëîâèé Nk
ij = 0 è a2 + bc = −1, íàõîäèì:

a = 0, b = −c = 1, α2 + βγ = −1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (4.4), ïîëó÷àåì ñòðóêòóðû âèäà (4.6).
Ïóñòü òåïåðü N̂ � òåíçîð Íåéåíõåéñà ñòðóêòóðû âèäà (4.5). Ñíîâà ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåí-

òû ñòðóêòóðû (4.5) è ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû èç (4.2) â (3.2), íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû
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òåíçîðà N̂ :
N̂3

12 = 2 (a2 + b2 − 1),

N̂4
12 = 2 (ac + bd),

N̂1
13 = −2 caD−d

D2 ,

N̂2
13 = −2 adD+c2−D2

D2 ,

N̂1
14 = 2 aaD−d

D2 ,

N̂2
14 = 2 a bD+c

D2 ,

N̂1
23 = −2 bcD−d2+D2

D2 ,

N̂2
23 = −2 d bD+c

D2 ,

N̂1
24 = 2 baD−d

D2 ,

N̂2
24 = 2 b bD+c

D2 ,

N̂3
34 = −2 a2D + b2Dbc− adD2,

N̂4
34 = −2 ac+bd

D
.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè êîìïîíåíòû ê íóëþ, íàõîäèì ÷òî N = 0 ïðè D = −1, b = c, d = −a, a2 +
b2 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ìàòðèöó (4.5), íàõîäèì âèä àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð.

Ïóñòü òåïåðü J � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà âèäà (4.6). Òîãäà ìåòîäîì îïèñàííûì â ðàçäå-
ëå 2, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìû Ω0 ïîëó÷àåì äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àññîöèèðîâàííûõ
ýðìèòîâûõ ìåòðèê:

g1(X, X) = Ω0(JX, X) = x2
1 + x2

2 − γx2
3 + 2 αx3x4 + x2

4.

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.5) çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (4.2), íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ìåòðèêè g1:

Γ3
12 = Γ3

21 = 1/2,
Γ2

13 = −Γ1
23 = γ

2
,

Γ2
14 = −Γ1

24 = Γ2
41 = −Γ1

42 = −α
2
,

Γ2
31 = −Γ1

32 = γ
2

+ 1.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò è êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â (3.7), íàõîäèì òåíçîð
Ðè÷÷è ìåòðèêè g1:

S1 =
(
1− γ

2

)
(θ1)2 +

(
1 +

γ

2

)
(θ2)2 −

(
γ2

2
− 2

)
(θ3)2 + αγθ3θ4 − α2

2
(θ4)2.

Ïîêàæåì ÷òî ýòîò òåíçîð Ðè÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J âèäà (4.6) ñîõðàíÿåò òåíçîð S1, òî ïîñêîëüêó Je1 =
−e2 è Je2 = e1, èìååì:

1 +
γ

2
= S1(e1, e1) = S1(e2, e2) = 1− γ

2
.

Íî ýòî ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè γ < 0.
Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.8), íàõîäèì ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ìåòðèêè g1:

σ = 2 β − γ

2
= 2 β +

α2 + 1

2 β
.

Ïîñêîëüêó σ > 2 β + 1
2 β

, à ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè β = 1/2, è ðàâåí 2, òî
ïîëó÷àåì:

σ > 2, σ = 2 ïðè α = 0, β = 1/2, γ = −2.
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ò. å. ìåòðèêà, èìåþùàÿ ìèíèìàëüíóþ ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó, èìååò âèä:

gmin = (θ1)2 + (θ2)2 + 2 (θ3)2 + 1/2 (θ4)2.

Ïðè÷åì òåíçîð Ðè÷÷è ýòîé ìåòðèêè âûðîæäàåòñÿ, è èìååò âèä:

Smin = 2 (θ1)2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà α = 0, β = 1/2, γ = −2 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
ñêàëÿðíîé êðèâèçíû σ.

Âû÷èñëèì ñåêöèîííûå êðèâèçíû ìåòðèêè g1 â áàçèñíûõ äâóìåðíûõ íàïðàâëåíèÿõ, èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó (3.9). Ïîëó÷àåì:

k1(e1, e2) = 3/4 γ + 1,
k1(e1, e3) = k1(e2, e3) = −1/4 γ,

k1(e1, e4) = k1(e2, e3) = α2

4 β
,

k1(e3, e4) = 0.

Êàê âèäíî èç ýòèõ ôîðìóë, ìåòðèêà g1 èìååò çíàêîîïðåäåëåííóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ñåêöèîííóþ
êðèâèçíó â áàçèñíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òîëüêî ïðè −4/3 6 γ < 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 0, γ = −β = −1, g1 = gB. ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåòðèêà g1 ïðè
α 6= 0, γ 6= −1, β 6= 1, íå ÿâëÿåòñÿ áèèíâàðèàíòíîé â îòëè÷èå îò ìåòðèêè gB. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî
åñëè g � áèèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà, òî åå ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà â íàïðàâëåíèè ïàðû âåêòîðîâ
X, Y ðàâíà 1/4 g([X, Y ], [X, Y ]). Èìååì:

1/4 g1([e1, e2], [e1, e2]) = 1/4 g1(e3, e3) = −1/4 γ 6= 3/4 γ + 1 ïðè γ 6= −1,

k(e1, e4) = 1/4g1([e1, e4], [e1, e4]) = 0 6= α2

4 β
ïðè α 6= 0.

Ò. å. ìåòðèêà g1 íå ÿâëÿåòñÿ áèèíâàðèàíòíîé ïðè g1 6= gB.
Ââåäåì åùå îäíî âàæíîå ïîíÿòèå. Ïñåâäî(ýðìèòîâà) ìåòðèêà g íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîá-

ðàçèè M , íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî ïñåâäî(êýëåðîâîé), åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïî-
êðûòèå {U}α∈A ìíîãîîáðàçèÿ M , è ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé {f}α, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ îïðåäåëåíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ, òàêèõ ÷òî ëîêàëüíûå ìåòðèêè
hα = exp(−fα) gα ÿâëÿþòñÿ ïñåâäî(êýëåðîâûìè) äëÿ âñåõ α ∈ A. Çäåñü gα � ñóæåíèå ìåòðèêè g
íà Uα. Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìåòðèêà g � ëåâîèíâàðèàíòíà, òî
è ëîêàëüíûå ìåòðèêè hα òàêæå ëåâîèíâàðèàíòíû. Îñíîâíûì êðèòåðèåì ëîêàëüíîé êîíôîðìíî
ïñåâäîêýëåðîâîñòè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííàÿ â [5] òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü g � ïñåâäîýðìèòîâà ìåòðèêà íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M , ñ ôóí-
äàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé Ω. Òîãäà ìåòðèêà g ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî ïñåâäîêýëåðîâîé
åñëè, è òîëüêî åñëè, íà M ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà ω, òàêàÿ ÷òî:

dΩ = ω ∧ Ω.

Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ëè. Â íàøåì ñëó÷àå ýðìèòîâû ñòðóêòóðû gB, J+ è g1, J1 èìåþò
ôóíäàìåíòàëüíóþ 2-ôîðìó

Ω0 = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4,

îòêóäà:
dΩ0 = 1/2 θ1 ∧ θ2 ∧ θ4 = −1/2 θ4 ∧ (

θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4
)

= −1/2 θ4 ∧ Ω0.
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Ïîñêîëüêó 1-ôîðìà θ4 � çàìêíóòà, òî ôîðìà 1/−2 θ4 ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé Ëè, è ïî òåîðåìå 4.5
ìåòðèêè gB è g1 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4.6. Ãðóïïà Ëè SO(3) × S1 íå äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíûõ êýëåðîâûõ ìåòðèê, íî
äîïóñêàåò áèèíâàðèàíòíóþ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâó ìåòðèêó, è äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûõ ìåòðèê, ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé íå ìåíüøå 2.

5 Ãðóïïà SL(2,R)× R
Ðàññìîòðèì ãðóïïó SL(2,R). ýòî íåêîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âåùåñòâåííûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà 2, ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì 1. Àëãåáðà ýòîé ãðóïïû ñîñòîèò èç ìàòðèö ïîðÿäêà
2, ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ò. Å. ëþáàÿ ìàòðèöà èç sl(2,R) èìååò âèä:

[
x y

z −x

]
.

Îïðåäåëèì ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû R íà ãðóïïå SL(2,R) êàê óìíîæåíèå ñïðàâà íà ìàòðèöó
[

et 0

0 e−t

]
, t ∈ R.

Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå êàñàòåëüíîå ê îðáèòå ýòîãî äåéñòâèÿ áóäåò ëåâîèíâàðèàíòíûì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç e1 çíà÷åíèå ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â åäèíèöå ãðóïïû. Èìååì:

e1 =

[
1 0

0 −1

]
.

Ïîëîæèì:
e2 =

[
0 1

1 0

]
.

Ïîñêîëüêó ñêîáêà Ëè íà ìàòðè÷íîé ãðóïïå çàäàåòñÿ â âèäå:

[A,B] = AB −Ba,

òî âûáåðåì òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð êàê 1/2 [e1, e2]. ïîëó÷àåì:

e3 =

[
0 1

−1 0

]
.

Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü âñå ñêîáêè Ëè:

[e1, e2] = 2 e3,
[e1, e3] = 2 e2,
[e2, e3] = −2 e1.

(5.1)
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (5.1), íàõîäèì ìàòðèöó îïåðàòîðà AdX , ïîëàãàÿ X = x1e1 + x2e2 + x3e3:

AdX = 2




0 x3 −x2

−x3 0 x1

−x2 x1 0


 .

Ôîðìà Êèëëèíãà-Êàðòàíà â âûáðàííîì áàçèñå èìååò âèä:

B(X, X) = 8 (x2
1 + x2

2 − x2
3).

Îïðåäåëèì òåïåðü ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó íà ãðóïïå SL(2,R)× R, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gB = −1/8 B + x2
4 = −x2

1 − x2
2 + x2

3 + x2
4,

ãäå x4 � åâêëèäîâà êîîðäèíàòà íà R. Î÷åâèäíî,÷òî ïîñòðîåííàÿ ìåòðèêà gB ÿâëÿåòñÿ áèèí-
âàðèàíòíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e4 áàçèñíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà R. Ïîñêîëüêó [ek, e4] = 0 ïðè
k = 1, 2, 3, òî èç (5.1) ïîëó÷àåì íåíóëåâûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû:

C3
12 = −C3

21 = 2,
C2

13 = −C2
31 = 2,

C1
23 = −C1

32 = −2.
(5.2)

Òåîðåìà 5.1. Ëþáàÿ gB-îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå SL(2,R)×R
� èíòåãðèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìåòðèêà gB èìååò ñèãíàòóðó (−,−, +, +), òî ïî òåîðåìå 1.1 gB-
îðòîãîíàëüíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû èìåþò âèä:

J+ =




0 a b c

−a 0 c −b

b c 0 a

c −b −a 0




,

J− =




0 a b c

−a 0 −c b

b −c 0 −a

c b a 0




,

a2 − b2 − c2 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû J+ è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (5.2) â ôîðìóëó
(3.2), ïîëó÷àåì ÷òî âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà ðàâíû íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî ñòðóêòóðà
J+ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

Ïîâòîðåíèå àíàëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ñòðóêòóð J− ñíîâà äàåò íóëåâîé òåíçîð Íåéåí-
õåéñà, è îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç θk, k = 1, 2, 3, 4 äâîéñòâåííûé áàçèñ 1-ôîðì. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.3) çíà÷åíèÿ
ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (5.2), íàõîäèì:

dθ1 = θ2 ∧ θ3,
dθ2 = −θ1 ∧ θ3,
dθ3 = −θ1 ∧ θ2,
dθ4 = 0.

Ëåììà 5.2. Ãðóïïà SL(2,R)×R íå äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð
è ëåâîèíâàðèàíòíûõ íå Ðè÷÷è-ïëîñêèõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.3.
Ââåäåì ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû:

J+
0 =

[
I 0

0 I

]
,

J−0 =

[
I 0

0 −I

]
,

ãäå

I =

[
0 1

−1 0

]
.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà ïñåâäîýðìèòîâîé ñòðóêòóðû (gB, J+
0 ) èìååò âèä:

Ω = −θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4.

Ïîëó÷àåì,
dΩ = −θ1 ∧ θ2 ∧ θ4 = −θ4

(−θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4
)

= −θ4 ∧ Ω.

Ïîñêîëüêó ôîðìà θ4 � çàìêíóòà, òî ïî òåîðåìå 4.5 ïîëó÷àåì, ÷òî ìåòðèêà gB ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
êîíôîðìíî ïñåâäîêýëåðîâîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí âàæíûé ïðèìåð íåêîìïàêòíîãî ëîêàëüíî
êîíôîðìíî ïñåâäîêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îðáèòà äåéñòâèÿ ãðóïïû R ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì â SL(2,R). Ïî-
ñêîëüêó âåêòîð e4 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê R, à âåêòîð e1 ïîðîæäàåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ìàêñèìàëüíîãî òîðà â SL(2,R), òî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå {e1, e4} è
åãî gB-îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå {e2, e3}. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 2, ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå
ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííûå ñ âûáðàííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e4} è {e2, e3}, èìåþò âèä:

J =




a 0 0 b

0 α β 0

0 γ −α 0

c 0 0 −a




, (5.3)

a2 + bc = α2 + βγ = −1.

Ýòè ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè ñ 2-ôîðìîé

Ω1 = θ1 ∧ θ4 + θ2 ∧ θ3.
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À àíòèïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííûå ñ òåìè æå ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè èìåþò âèä:

Ĵ =




0 −d/D b/D 0

a 0 0 b

c 0 0 d

0 c/D −a/D 0




, (5.4)

D = ad− bc.

Òåîðåìà 5.3. Ãðóïïà SL(2,R)× R íå äîïóñêàåò ïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð àññîöè-
èðîâàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e4} è e2, e3}. Íî äîïóñêàåò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, àññîöèèðîâàííûõ ñ ýòèìè æå ðàñïðåäåëåíèÿìè, âè-
äà: 



0 −a c 0

a 0 0 cD

c 0 0 aD

0 c/D −a/D 0




,

a2 − c2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà âèäà (5.3), òîãäà, âû÷èñëÿÿ åå òåíçîð
Íåéåíõåéñà ñ ïîìîùüþ (3.2) è (5.2), íàõîäèì ÷òî

N3
24 = −8 bα,N3

12 = 4 (2 aα + α2 − γ2 − 1).

Åñëè ñòðóêòóðà J � èíòåãðèðóåìà, ò. å. N = 0, òî, â ñèëó óñëîâèÿ b > 0, ïîëó÷àåì ÷òî α = 0,
îòêóäà: γ2 + 1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî γ2 = −1.

Ïóñòü òåïåðü Ĵ � ñòðóêòóðà âèäà (5.4), è N̂ � åå òåíçîð Íåéåíõåéñà. Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôè-
öèåíòû ýòîé ñòðóêòóðû è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (5.2) â (3.2), íàõîäèì íåíóëåâûå
êîìïîíåíòû òåíçîðà N̂ :

N̂2
12 = 4 c (aD − d)/D,

N̂3
12 = −4 c (cD − b)/D,

N̂2
13 = 4 a (aD − d)/D,

N̂3
12 = 4 a (cD − b)/D,

N̂1
14 = −4 (b2 − d2 + D2)/D,

N̂4
14 = 4 (ab− cd)/D,

N̂1
23 = 4 (b2 − d2 + D2)/D2,

N̂4
23 = −4 (ab− cd)/D2,

N̂2
24 = −4 d (aD − d)/D,

N̂3
24 = 4 d (cD − b/D,

N̂2
34 = 4 b (aD − d)/D,

N̂3
34 = −4 b (cD − b)/D.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè êîìïîíåíòû ê íóëþ, ïîëó÷àåì ÷òî N̂ = 0 ïðè c = bD, d = aD, a2 − c2 =
1, D 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ìàòðèöó (5.4), ïîëó÷àåì âèä àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð.
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Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, ìåòðèêà àññîöèèðîâàííàÿ ñî ñòðóêòóðîé âèäà (5.3) è ôóíäàìåí-
òàëüíîé 2-ôîðìîé Ω1 èìååò âèä:

g1 = −c (θ1)2 + 2 aθ1θ4 − γ (θ2)2 + 2 αθ2θ3 + β (θ3)2 + b (θ4)2.

Ýòà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé è ïî÷òè ýðìèòîâîé ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü âûðàæåíèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è è ñêàëÿðíîé êðèâèçíû ìåòðèêè g1, ïî-
ñêîëüêó îíè äîâîëüíî ãðîìîçäêè è ìàëî ñîäåðæàòåëüíû. Ïîêàæåì ëèøü, ÷òî ñåêöèîííàÿ êðè-
âèçíà â ëþáîì äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè, ñîäåðæàùåì âåêòîð e4 ðàâíà íóëþ ïðè a = 0. Ïîëîæèì
a = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.5) êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè g1 è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò èç (5.2),
íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:

Γ2
12 = −Γ3

13 = Γ2
21 = −Γ3

31 = αh,
Γ3

12 = γh,
Γ2

13 = βh,
Γ3

21 = γh− 2,
Γ1

22 = Γ1
33 = 2 bα,

Γ1
23 = b (β − γ)− 1,

Γ2
31 = βh− 2,

Γ1
32 = b (β − γ) + 1,

ãäå h = c−β−γ. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ
êîíñòàíò â ôîðìóëó (3.9), ïîëó÷àåì:

k1(e1, e4) = k1(e2, e4) = k1(e3, e4) = 0.

Î äðóãèõ àññîöèèðîâàííûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóðàõ è ìåòðèêàõ ñì. [8].
Çàìå÷àíèå 5.4. Ïîñêîëüêó ãðóïïà GL(2,R) èçîìîðôíà ãðóïïå SL(2,R) × R∗ (ãäå R∗ � ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë), àëãåáðà Ëè êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
àëãåáðîé Ëè ãðóïïû SL(2,R)×R, òî âñå ïîëó÷åííûå â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è
äëÿ ãðóïïû GL(2,R). Â ÷àñòíîñòè ýòà ãðóïïà íå äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíûå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ñòðóêòóðû è ëåâîèíâàðèàíòíûå ïñåâäîêýëåðîâû ìåòðèêè, íî äîïóñêàåò áèèíâàðèàíòíóþ
ëîêàëüíî êîíôîðìíî ïñåâäîêýëåðîâó ìåòðèêó.

6 Ãðóïïà H3 × R
Ïóñòü H3 � òðåõìåðíàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà. Ýòî íèëüïîòåíòíàÿ íåêîìïàêòíàÿ ãðóï-
ïà Ëè, ñîñòîÿùàÿ èç âåùåñòâåííûõ ìàòðèö âèäà:




1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1


 .

Àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû ñîñòîèò èç âåðõíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, è êàíîíè÷åñêèé áàçèñ
èìååò âèä:

e1 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 ,
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e2 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 ,

e3 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 .

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç e4 áàçèñíûé âåêòîð àëãåáðû Ëè R, íàõîäèì:

[ek, e4] ïðè k = 1, 2, 3,
[e1, e3] = [e2, e3] = 0,
[e1, e2] = e3.

Îòñþäà íåìåäëåííî íàõîäèì íåíóëåâûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû:

C3
12 = −C3

21 = 1.

Ïóñòü θk, k = 1, 2, 3, 4 � äâîéñòâåííûé áàçèñ ëåâîèíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.3)
çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, íàõîäèì:

dθk = 0 ïðè k = 1, 2, 4,
dθ3 = −1/2 θ1 ∧ θ2.

(6.1)

Ëåììà 6.1. Â âûáðàííîì áàçèñå, ëþáàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 2-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òî-
ãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî áàçèñíîé 2-ôîðìå
θ3 ∧ θ4.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîëüíóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ 2-ôîðìó â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ 2-ôîðì, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (6.1).

Èç ýòîé ëåììû â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà H3 × R äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíûå ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x4 åâêëèäîâó êîîðäèíàòó íà R è âûáåðåì åñòåñòâåííóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ
ðèìàíîâó ìåòðèêó

g0(X,X) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4,

è ëåâîèíâàðèàíòíóþ ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó

g1(X, X) = −x2
1 − x2

2 + x2
3 + x2

4.

ïîëîæèì:
I =

[
0 1

−1 0

]
.

Òåîðåìà 6.2. Ñðåäè g0-îðòîãîíàëüíûõ è g1-îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà
ãðóïïå H3 × R, èíòåãðèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñòðóêòóðû âèäà:

[ ±I 0

0 ±I

]
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ ñòðóêòóð, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
íà ãðóïïå, ïîñêîëüêó äëÿ ñòðóêòóð, ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ âñå âû÷èñëåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëî-
ãè÷íû. Ïóñòü J � g0-îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà , ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ.
òîãäà ïî òåîðåìå 1.1

J =




0 a b c

−a 0 c −b

−b −c 0 a

−c b −a 0




, (6.2)

a2 + b2 + c2 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò è êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû (6.2) â (3.2), íàõîäèì
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà:

N3
12 = N3

34 = 2 (a2 − 1),
N1

13 = −N2
14 = −N2

23 = −N1
24 = −2 bc,

N2
13 = −N2

24 = −2 c2,
N3

13 = −N3
24 = 2 ab,

N1
14 = N1

23 = 2 b2,
N3

14 = N3
23 = 2 ac.

Åñëè ñòðóêòóðà J � èíòåãðèðóåìà, òî èç ðàâåíñòâà íóëþ òåíçîðà Íåéåíõåéñà ïîëó÷àåì:

b = c = 0, a = ±1.

Ïóñòü òåïåðü J � g1-îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòà-
öèþ. Ñíîâà ïî òåîðåìå 1.1 èìååì:

J =




0 a b c

−a 0 c −b

b c 0 a

c −b −a 0




,

a2 − b2 − c2 = 1.

Êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà ýòîé ñòðóêòóðû ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåí-
òàìè òåíçîðà Íåéåíõåéñà ñòðóêòóðû âèäà (2.12). Ïîýòîìó ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñíîâà ïîëó÷àåì:

b = c = 0, a = ±1,

÷òî îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îïðåäåëèì ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû R íà ãðóïïå H3 êàê óìíîæåíèå ñïðàâà íà ìàòðèöó



1 0 t

0 1 0

0 0 1


 , t ∈ R.
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Òîãäà âåêòîð e3 ïîðîæäàåò ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå êàñàòåëüíîå ê îðáèòå äåéñòâèÿ
ýòîé ãðóïïû. Òàêæå êàê â ðàçäåëå , 5 åñòåñòâåííî âîçíèêàåò äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå {e3, e4}
è g0-îðòîãîíàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå {e1, e2}. Áîëåå òîãî, ðàñïðåäåëåíèå {e3, e4} ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì àëãåáðû Ëè h3 ×R. Òåïåðü, êàê è ðàíåå, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðèâîäèìûå è
àíòèïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Äîêàæåì ñíà÷àëà îáùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü J � ïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè ðàçìåð-
íîñòè 4 n, àññîöèèðîâàííàÿ ñ 2 n-ìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè B è B⊥. Òîãäà åñëè ñòðóêòóðà J
èíòåãðèðóåìà íà îäíîì ðàñïðåäåëåíèè, à âòîðîå ðàñïðåäåëåíèå ëåæèò â öåíòðå àëãåáðû Ëè
ãðóïïû G, òî ñòðóêòóðà J � èíòåãðèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî ðàñïðåäåëåíèå B ëåæèò â öåíòðå
àëãåáðû Ëè g. Ïóñòü N � òåíçîð Íåéåíõåéñà ïðèâîäèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû àññî-
öèèðîâàííîé ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè B è B⊥. Äëÿ ëþáûõ X, Y èç g èìååì:

X = U + V, Y = W + T,

ãäå
U,W ∈ B⊥, V, T ∈ B.

Îòêóäà:
N(X,Y ) = N(U,W ) + N(U, T ) + N(V, W ) + N(V, T ).

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì òåíçîðà Íåéåíõåéñà, N(X, Y ) = 2 ([JX, JY ] − J [JX, Y ] − J [X, JY ] −
[X, Y ]), è òåì, ÷òî ñòðóêòóðà J èíâàðèàíòíî äåéñòâóåò íà ðàñïðåäåëåíèè B, ëåæàùåì â öåíòðå,
ïîëó÷àåì:

N(V,W ) = N(V, T ) = N(U, T ) = 0.

Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðà J èíòåãðèðóåìà íà B⊥, òî N(U,W ) = 0. Òàêèì îáðàçîì N ≡ 0 è ñòðóêòóðà
J � èíòåãðèðóåìà.

Ñëåäñòâèå 6.4. Ëþáàÿ ïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå H3×R, àññîöè-
èðîâàííàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e2} è {e3, e4} � èíòåãðèðóåìà.

Ïîñêîëüêó öåíòð ãðóïïû H3×R ðàâåí {e3, e4}, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ,
÷òî çíà÷åíèå òåíçîðà Íåéåíõåéñà íà ïàðå e1, e2 ðàâíî 0. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó
(2.1) äëÿ ñòðóêòóðû âèäà (2.2), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (1.12) è çíà÷åíèé áàçèñíûõ ñêîáîê Ëè.

Òåîðåìà 6.5. Ãðóïïà H3 × R íå äîïóñêàåò àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð àññîöè-
èðîâàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e2} è {e3, e4}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ĵ � àíòèïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà àññîöèèðîâàííàÿ
ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e2} è {e3, e4}, è N̂ � åå òåíçîð Íåéåíõåéñà. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå
{e3, e4} ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì àëãåáðû Ëè ãðóïïû H3×R, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà Íåéåíõåéñà
è ðàâåíñòâà [e1, e2] = e3, èìååì:

N̂(e1, e2) = 2
(
[Ĵe1, Ĵe2]− Ĵ [Ĵe1, e2]− Ĵ [e1, Ĵe2]− [e1, e2]

)
= −2 [e1, e2] = −2 e3.

Òàêèì îáðàçîì, N̂ 6= 0, à ñëåäîâàòåëüíî ñòðóêòóðà Ĵ íå ìîæåò áûòü èíòåãðèðóåìîé.
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Ïîñêîëüêó ïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííûå ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e2}
è {e3, e4} ñîõðàíÿþò 2-ôîðìó

Ω = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4,

òî ñëåäóÿ ðàçäåëó 2 ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ ìåòðèê ñ ôóíäàìåíòàëüíîé 2-
ôîðìîé Ω. Îäíàêî, â ñèëó (6.1) èìååì:

dΩ = −1/2 θ1 ∧ θ2 ∧ θ4 = −1/2 θ4 ∧ (
θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4

)
= −1/2 θ4 ∧ Ω.

ò. å. ïî òåîðåìå 4.5, âñå òàêèå ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûìè.
Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû:

Ω′ = θ1 ∧ θ3 + θ2 ∧ θ4

è
Ω′′ = θ1 ∧ θ4 + θ2 ∧ θ3

è ïàðû ðàñïðåäåëåíèé {e1, e3}, {e2, e4} è {e1, e4}, {e2, e3}. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 1.3, ïðèâîäèìûå
ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèìè ïàðàìè ðàñïðåäåëåíèé, ñîõðàíÿþò
ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû Ω′ è Ω′′ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 6.6. Ñðåäè ïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, àññîöèèðîâàííûõ ñ ïàðàìè
ðàñïðåäåëåíèé {e1, e3}, {e2, e4} è {e1, e4}, {e2, e3}, íà ãðóïïå H3 × R, íåò èíòåãðèðóåìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè J � ïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè {e1, e3} è {e2, e4}, òî â ñèëó ðàçäåëà 1.3, J èìååò âèä (2.3), è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(2.6). Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû (2.2) è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â ôîðìóëó
(3.2), íàõîäèì:

N1
23 = 2 b2

1.

Åñëè ñòðóêòóðà J � èíòåãðèðóåìà, òî b1 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì (2.6).
Ïóñòü òåïåðü J � ïðèâîäèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàñïðåäå-

ëåíèÿìè {e1, e4} è {e2, e3}, òîãäà êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, J èìååò âèä (2.4) è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (2.5). ñíîâà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.2) íàõîäèì:

N2
13 = −2 β2.

Åñëè ñòðóêòóðà J � èíòåãðèðóåìà, òî β = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì (2.5).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå âûøå ÷àñòíûå ñëó÷àè íå äàþò ëåâîèíâàðèàíòíûõ êýëåðîâûõ
ìåòðèê. Òåì íå ìåíåå, ïîñêîëüêó ãðóïïà H3×R äîïóñêàåò ãëîáàëüíûå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû
(z1, z2), òî ëåãêî ïðåäúÿâèòü íå èíâàðèàíòíóþ êýëåðîâó ìåòðèêó g, ïîëîæèâ íàïðèìåð g =
dz1dz̄1 + dz2dz̄2.

Ïóñòü J � ïðèâîäèìàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {e1, e2}
è {e3, e4}. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ñîõðàíÿåò 2-ôîðìó Ω, ðàññìîòðåííóþ âûøå. Ââåäåì ýðìèòîâó ìåò-
ðèêó g2, ïîëîæèâ:

g2(X,X) = Ω(JX, X).

Èìååì:
g2 = −c (θ1)2 + 2 aθ1θ2 + b (θ2)2 − γ (θ3)2 + 2 αθ3θ4 + β (θ4)2,

a2 + bc = α2 + βγ = −1.
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Ýòà ìåòðèêà çàâèñèò îò ÷åòûðåõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-
ôîðìà ýòîé ìåòðèêè ñîâïàäàåò ñ Ω, òî ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëî-
êàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûõ ìåòðèê.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (3.5) çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè ìåòðèêè g2:

Γ3
12 = −Γ3

21 = 1/2,
Γ1

13 = −Γ2
23 = Γ1

31 = −Γ2
32 = −1/2 aγ,

Γ2
13 = Γ2

31 = −1/2 cγ,
Γ1

14 = −Γ2
24 = Γ1

41 = −Γ2
42 = 1/2 aα,

Γ2
14 = Γ2

41 = 1/2cα,
Γ1

23 = Γ1
32 = −1/2 bγ,

Γ1
24 = Γ1

42 = 1/2 bα.

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â (3.7), íàõîäèì òåíçîð Ðè÷÷è:

S2 = −cγ

2
(θ1)2 + aγ θ1θ2 +

bγ

2
(θ2)2 +

γ2

2
(θ3)2 − αγ θ3θ4 +

α2

2
(θ4)2.

Êàê âèäíî, ïðè α = 0 òåíçîð Ðè÷÷è âûðîæäàåòñÿ â íàïðàâëåíèè e4. Îòñóòñòâèå íà ãðóïïå
H3 × R ëåâîèíâàðèàíòíûõ íå Ðè÷÷è-ïëîñêèõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê
â ðàçäåëå 4.

Âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëå (3.8) ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ìåòðèêè g2, ïîëó÷àåì:

σ2 = γ/2 < 0.

Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è ìåòðèêè g ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà g
ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîé òî÷êå ñêàëÿðíîé êðèâèçíû ñåìåéñòâà âñåõ àññîöèèðîâàííûõ ìåòðèê.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ σ2 íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå ìåòðèê, òî
òåíçîð Ðè÷÷è ìåòðèêè g2 íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Íàéäåì ñåêöèîííûå êðèâèçíû ìåòðèêè g2 â áàçèñíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé
(3.9). Ïîëó÷àåì:

k2(e1, e2) = 3/4 γ,
k2(e1, e3) = k2(e2, e3) = −1/4 γ,

k2(e1, e4) = k2(e2, e4) = α2

4 β
,

k2(e3, e4) = 0.

Ïîñêîëüêó γ < 0, òî ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ìåòðèêà g2 èìååò çíàêîíåîïðå-
äåëåííóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìåòðèêà g2, íå ÿâëÿåòñÿ áèèíâà-
ðèàíòíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ìåòðèêà g2 áûëà áèèíâàðèàíòíîé, òî:

k2(e1, e2) = 1/4 g2([e1, e2], [e1, e2]) = 1/4 g2(e3, e3) = −1/4 γ = 3/4 γ,

÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè γ < 0.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 6.7. Ãðóïïà H3 × R äîïóñêàåò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð, è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûõ ìåòðèê ñ îòðèöàòåëüíîé ñêà-
ëÿðíîé êðèâèçíîé.
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7 Ãðóïïà E(1)× R2.
Ïóñòü E(1) � ãðóïïà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R. Ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç ôóíê-
öèé âèäà:

y = ax + b.

Ïîëüçóÿñü ìàòðè÷íîé ðåàëèçàöèåé ýòîé ãðóïïû ëåãêî ïîëó÷èòü áàçèñ e1, e2, òàêîé ÷òî:

[e1, e2] = e2.

Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü e1 =

[
1 0
0 1

]
, e2 =

[
0 1
0 1

]
.

Ââåäåì ìåòðèêó g0 íà ãðóïïå E(1)× R2, ïîëîæèâ:

g0(X,X) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, (7.1)

ãäå X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4, è e3, e4 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â R2. Çàìåòèì ÷òî âåêòîðû e3 è
e4 ïîðîæäàþò öåíòð àëãåáðû Ëè ãðóïïû E(1)× R2.

Èç âñåãî âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû èìåþò âèä:

C2
12 = −C2

21 = 1.

Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïîëîæèì:

I =

[
0 1

−1 0

]
.

Òåîðåìà 7.1. Íîðìà òåíçîðà Íåéåíõåéñà ëþáîé g0-îðòîãîíàëüíîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðû íà ãðóïïå E(1)×R2 íå ïðåâîñõîäèò 4. Ñðåäè îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g0

ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð èíòåãðèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñòðóêòóðû âèäà:
[ ±I 0

0 ±I

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè (7.1) ïî÷òè êîì-
ïëåêñíîé ñòðóêòóðû â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî J ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ. Ïî òåîðåìå 1.1 èìååì:

J =




0 a b c

−a 0 c −b

−b −c 0 a

−c b −a 0




, a2 + b2 + c2 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ýòîé ìàòðèöû è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â ôîðìóëó (3.2),
íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà N :

N2
12 = N2

34 = 2 (a2 − 1),
N1

13 = −N2
14 = −N2

23 = −N1
24 = −2 ac,

N2
13 = N1

14 = N1
23 = −N2

24 = 2 ab,
N3

13 = −N3
24 = 2 c2,

N3
14 = N3

23 = −2 bc.
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Îòêóäà:
‖N‖2 = 8

(
(a2 − 1)

2
+ c2 (b2 + c2) + 2 a2 (b2 + c2)

)
= 8 (1− a2)(2− b2).

Ïîñêîëüêó b2 6 1, òî ‖N‖ = 0 òîëüêî ïðè a = ±1. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà J èíòåãðèðóåìà
òîëüêî ïðè a = ±1, b = c = 0.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ‖N‖2 äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ 16 ïðè a = b = 0, îòêóäà
‖N‖ 6 4. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ a = b = 0, c = ±1 â ìàòðèöó J , íàõîäèì, ÷òî ñîõðàíÿþùèå
îðèåíòàöèþ g0-îðòîãîíàëüíûå ñòðóêòóðû ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé òåíçîðà Íåéåíõåéñà, èìåþò
âèä:

±
[

0 − id2

id2 0

]
.

Ïðîâåäåíèå àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñòðóêòóð ìåíÿþùèõ îðèåíòà-
öèþ, îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ1, θ2, θ3, θ4 áàçèñ ëåâîèíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì, äâîéñòâåííûé êàíîíè÷åñêîìó
áàçèñó àëãåáðû Ëè ãðóïïû E(1) × R2. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.3) çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò,
íàõîäèì:

dθk = 0 ïðè k = 1, 3, 4,
dθ2 = −1/2 θ1 ∧ θ2.

(7.2)

Èç ðàâåíñòâ (7.2) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 2-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ áàçèñíûì ôîðìàì θ2∧θ3 è θ2∧θ4.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 7.2. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 2-ôîðìà Θ íà ãðóïïå E(1) × R2 ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Θ = α1θ
1 ∧ θ2 + α2θ

1 ∧ θ3 + α3θ
1 ∧ θ4 + α4θ

3 ∧ θ4,

è α1 6= 0, α4 6= 0.

Ïîñêîëüêó àëãåáðà Ëè e(1)×R2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóìåðíûõ ïîäàëãåáð e(1)
è R2, òî ýòè ïîäàëãåáðû ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìåðíûìè ëåâîèíâàðèàíòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.
Òàê êàê ëþáàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà àëãåáðå Ëè e(1) � èíòåãðèðóåìà (ýòà àëãåáðà
Ëè � äâóìåðíà), è R2 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì àëãåáðû e(1)×R2, òî ïî òåîðåìå 6.3, ëþáàÿ ïðèâîäèìàÿ
ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè e(1) è R2 � èíòåãðèðóåìà.
Òàêèì îáðàçîì íà ãðóïïå E(1)×R2 âîçíèêàåò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð âèäà: 



a b 0 0

c −a 0 0

0 0 α β

0 0 γ −α




, (7.3)

a2 + bc = α2 + βγ = −1.

Çàìå÷àíèå 7.3. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1 âèäíî, ÷òî g0-îðòîãîíàëüíûå ïî÷òè êîì-
ïëåêñíûå ñòðóêòóðû ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé òåíçîðà Íåéåíõåéñà ÿâëÿþòñÿ àíòèïðèâîäèìû-
ìè. Êîìïîçèöèÿ äâóõ òàêèõ ñòðóêòóð äàåò îïåðàòîð, èíâàðèàíòíî äåéñòâóþùèé íà êàæäîì
ðàñïðåäåëåíèè.
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Òåîðåìà 7.4. Ãðóïïà E(1)× R2 íå äîïóñêàåò àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð àññî-
öèèðîâàííûõ ñ ïîäàëãåáðàìè e(1) è R2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.5.
Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, ëþáàÿ ñòðóêòóðà âèäà (7.3) ñîõðàíÿåò 2-ôîðìó:

Ω1 = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4.

Èç ðàâåíñòâ (7.2) ñëåäóåò, ÷òî dΩ1 = 0. Òåïåðü èç ôîðìû Ω1 ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
J âèäà (2.15), ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ìåòðèêó g1 ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé Ω1:

g1(X, X) = Ω1(JX, X) = −cx2
1 + 2 ax1x2 + bx2

2 − γ x2
3 + 2 α x3x4 + β x2

4.

Ïîñêîëüêó ôîðìà Ω1 � çàìêíóòà, òî ìåòðèêà g1 ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâîé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðóïïå E(1)× R2 âîçíèêàåò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèí-
âàðèàíòíûõ êýëåðîâûõ ìåòðèê.

Íàéäåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìåòðèêè g1. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.5) êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè è
çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, íàõîäèì:

Γ1
11 = −Γ2

12 = a2,
Γ2

11 = ac,
Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

22 = ab,
Γ2

21 = bc,
Γ1

22 = b2.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â (3.7), íàõîäèì âèä òåíçîðà Ðè÷÷è:

S1 = bc (θ1)2 − 2 abθ1θ2 − b2 (θ2)2.

Êàê âèäíî òåíçîð Ðè÷÷è âûðîæäàåòñÿ â íàïðàâëåíèè R2. Ïîñêîëüêó ãðóïïó E(1)× R2 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå E(1) × R × R, òî òàê æå êàê â ðàçäåëå 4 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ãðóïïà
íå äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíûõ íå Ðè÷÷è-ïëîñêèõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê. Òåïåðü, ïîëüçóÿñü
ôîðìóëîé (3.8), íàõîäèì ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ìåòðèêè g1:

σ1 = −2 b < 0.

Êàê âèäíî, ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî òåíçîð Ðè÷÷è ìåò-
ðèêè g1 íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.9) êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè g1 è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, ïîëó÷àåì
÷òî âñå áàçèñíûå ñåêöèîííûå êðèâèçíû, çà èñêëþ÷åíèåì {e1, e2}, ðàâíû íóëþ, è k1(e1, e2) = −b.
Ïîñêîëüêó ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà è b > 0, òî äëÿ âñåõ X è Y èç
e(1)× R2, k1(X, Y ) 6 0.

Îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 7.5. Ãðóïïà E(1)×R2 äîïóñêàåò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð è ëåâîèíâàðèàíòíûõ êýëåðîâûõ ìåòðèê, ñ îòðèöàòåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé, è
ñåêöèîííîé êðèâèçíîé 6 0. À òàê æå äîïóñêàåò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèí-
âàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

36



8 Ãðóïïà E(1)× E(1).
Ðàññìîòðèì ãðóïïó E(1) × E(1). Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ðàçäåëå 7, àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû
äîïóñêàåò áàçèñ e1, e2, e3, e4, òàêîé ÷òî:

[e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4 (8.1)

à âñå îñòàëüíûå áàçèñíûå ñêîáêè ðàâíû íóëþ. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñðàçó íàõîäèì íåíóëåâûå ñòðóê-
òóðíûå êîíñòàíòû:

C2
12 = −C2

21 = 1,
C4

34 = −C4
43 = 1.

Ââåäåì êàíîíè÷åñêóþ ðèìàíîâó ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó g0, èìåþùóþ â âûáðàííîì áà-
çèñå âèä:

g0(X,X) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4.

Ââîäÿ ìàòðèöó I êàê â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 8.1. Íîðìà òåíçîðà Íåéåíõåéñà ëþáîé g0-îðòîãîíàëüíîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðû íà ãðóïïå E(1)×E(1) íå ïðåâîñõîäèò 2

√
5. Ñðåäè g0-îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ

ñòðóêòóð íà ãðóïïå E(1)× E(1), èíòåãðèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñòðóêòóðû âèäà:
[ ±I 0

0 ±I

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g0 ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-
òóðà, ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ íà ãðóïïå. Ïî òåîðåìå 1.5, â âûáðàííîì áàçèñå ìàòðèöà ýòîé
ñòðóêòóðû èìååò âèä: 



0 a b c

−a 0 c −b

b c 0 a

c −b −a 0




,

a2 + b2 + c2 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ýòîé ìàòðèöû è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â (3.2), íàõîäèì
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Íåéåíõåéñà:

N2
12 = −N2

34 = −N4
34 = 2 (a2 − 1),

N1
13 = −N2

23 = −2 ac,
N2

13 = N1
23 = 2 ab,

N3
13 = −N3

24 = 2 c2,
N1

14 = −N2
24 = 2 b (a + c),

N2
14 = 2 (ac− b2),

N3
14 = N3

23 = −2 bc,
N1

24 = 2 (ac + c2),

Îòêóäà:

‖N‖2 = 12
(
a2 − 1

)2
+ 8 a2

(
a2 − 1

)
+ 8 b2 (a + c)2 + 4

(
ac− b2

)2
+ 4

(
ac + c2

)2
=
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= 8 b2ac + 8 ac3 + 16 b4 + 32 b2c2 + 16 c4 = 8
(
1− a2

) (
ac− 2 a2 + 2

)
.

Êàê âèäíî ‖N‖2 = 0 ëèáî ïðè a = ±1, ëèáî ïðè a = 1/4
(
c±√c2 + 16

)
. Ïðåäïîëîæèì ÷òî

a = 1/4
(
c±√c2 + 16

)
, òîãäà èç óñëîâèÿ ‖N‖2 = 0 ñëåäóåò ÷òî N3

13 = 2 c2 = 0. Îòêóäà:

c = 0, a = ±1.

Òàêèì îáðàçîì, ‖N‖ = 0 òîëüêî ïðè a = ±1, b = c = 0.
Îöåíèì çíà÷åíèå ôóíêöèè ‖N‖2 â êðóãå a2 +c2 6 1. Èç îáùåãî íåðàâåíñòâà ac 6 1/2 (a2 +c2)

ñëåäóåò ÷òî ac 6 1/2. Ïîëó÷àåì:

8 (1− a2)(ac− 2 A2 + 2) 6 8 (5/2− 2 a2).

Òàê êàê a2 6 1, òî ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíîå 20, ïðè a = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ‖N‖2 6 20, îòêóäà ‖N‖ 6 2

√
5.

Ïðîâîäÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ g0-îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, èçìå-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ, ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, è îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåì òåîðå-
ìó.

Ïóñòü θ1, θ2, θ3, θ4 � áàçèñ ëåâîèíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì, äâîéñòâåííûé âûáðàííîìó áàçèñó àë-
ãåáðû Ëè e(1)× e(1). Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â (3.3), íàõîäèì:

dθ1 = dθ3 = 0,
dθ2 = −1/2 θ1 ∧ θ2,
dθ4 = −1/2 θ3 ∧ θ4.

(8.2)

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 2-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ áàçèñíûì 2-ôîðìàì: θ1∧θ4, θ2∧
θ3, θ2 ∧ θ4. Îòêóäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 8.2. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 2-ôîðìà Θ íà ãðóïïå E(1)×E(1) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò âèä:

Θ = α1θ
1 ∧ θ2 + α2θ

1 ∧ θ3 + α3θ
3 ∧ θ4,

è α1 6= 0, α3 6= 0.

Ïîñêîëüêó àëãåáðà Ëè e(1) × e(1) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóìåðíûõ ïîäàëãåáð,
òî òàê æå êàê â ðàçäåëå 7, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñ-
íûå ñòðóêòóðû, èíâàðèàíòíî äåéñòâóþùèå íà êàæäîé ïîäàëãåáðå e(1). Òàê êàê ëþáóþ òàêóþ
ñòðóêòóðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, è ëþáàÿ
ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà äâóìåðíîé àëãåáðå Ëè èíòåãðèðóåìà, òî âñå òàêèå ñòðóêòóðû
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè.

Òåîðåìà 8.3. Ãðóïïà E(1)×E(1) íå äîïóñêàåò àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð àñ-
ñîöèèðîâàííûõ ñ ïîäàëãåáðàìè e(1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî, ñ ïîìîùüþ (3.2), âû÷èñëèòü êîìïîíåíòó N2
12 òåíçîðà Íåé-

åíõåéñà N äëÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû âèäà (4.5), êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé −2.
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Ïî òåîðåìå 2.3 ïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, àññîöèèðîâàííûå ñ ïîäàëãåáðàìè e(1),
îáðàçóþò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2 ýòî ñåìåéñòâî ïîðîæ-
äàåò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ ìåòðèê:

g1 = −c (θ1)2 + 2 θ1θ2 + b (θ2)2 − γ (θ3)2 + 2 αθ3θ4 + β (θ4)2,

a2 + bc = α2 + βγ = −1.

Ñ ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé ýòîé ìåòðèêè èìååò âèä:

Ω1 = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4.

Èç ðàâåíñòâ (8.2) ñëåäóåò ÷òî dΩ1 = 0, ò. å. ìåòðèêà g1 ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâîé ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Èç ðàâåíñòâ (8.1) âûòåêàåò òîò ôàêò, ÷òî ïåðâûé ïðîèçâîäíûé èäåàë àëãåáðû Ëè e(1)× e(1)
ðàâåí {e2, e4}. ïðè÷åì ýòîò èäåàë ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì, è åãî g0-îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ðàâíî {e1, e3}. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè åùå îäíó ïàðó äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïî òåîðå-
ìå 2.3 ïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè,
èìåþò âèä: 



a1 0 b1 0

0 a2 0 b2

c1 0 −a1 0

0 c2 0 −a2




, (8.3)

a2
1 + b1c1 = a2

2 + b2c2 = −1. (8.4)

À ïî òåîðåìå 2.6, àíòèïðèâîäèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèìè
æå ðàñïðåäåëåíèÿìè, èìåþò âèä:




0 −d/D 0 b/D

a 0 b 0

0 c/D 0 −a/D

c 0 d 0




, (8.5)

D = ad− bc.

Ëåììà 8.4. Ñðåäè ïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð âèäà (8.3) íåò èíòåãðèðóåìûõ.
À ñðåäè àíòèïðèâîäèìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð âèäà (8.5) èíòåãðèðóåìûìè ÿâëÿþò-
ñÿ òîëüêî ñòðóêòóðû âèäà: 



0 −1/a 0 0

a 0 0 0

0 c/ad 0 −1/d

c 0 d 0




.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J èíòåãðèðóåìàÿ ñòðóêòóðà âèäà (8.3), òîãäà åå òåíçîð Íåéåíõåéñà
N ðàâåí íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû (8.3) è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â
(3.2), ïîëó÷àåì ÷òî N2

12 = 2 b1c1 = 0. Íî èç óñëîâèÿ (8.4) ñëåäóåò ÷òî b1c2 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî N
íå ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ.
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Ïóñòü òåïåðü N̂ � òåíçîð Íåéåíõåéñà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû âèäà (8.5). Ïîäñòàâëÿÿ
êîýôôèöèåíòû ýòîé ñòðóêòóðû è çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â (3.2), íàõîäèì íåíóëåâûå
êîìïîíåíòû òåíçîðà N̂ :

N̂2
12 = −N̂3

13 = 2 bc/D,

N̂1
13 = −N̂2

23 = 2 bd/D,

N̂2
14 = −2 ab/D,

N̂1
24 = −2 bd/D2,

N̂3
24 = 2 bc/D2,

N̂2
34 = −2 b2/D.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî N = 0 ïðè b = 0, D = ad. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ìàòðèöó (8.5), ïîëó÷àåì
âèä àíòèïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð.

Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, ñ êàæäîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé âèäà (8.3) ìîæíî, ïî-
ñðåäñòâîì ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìû

Ω2 = θ1 ∧ θ3 + θ2 ∧ θ4,

ñâÿçàòü ðèìàíîâó ìåòðèêó:

g2 = −c1 (θ1)2 + 2 a1θ
1θ3 − c2 (θ2)2 + b1 (θ3)2 + 2 a2θ

2θ4 + b2 (θ4)2,

a2
1 + b1c1 = a2

2 + b2c2 = −1.

Ëåììà 8.5. Ìåòðèêà g2 íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâîé ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, îäíàêî ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà ω, òàêàÿ
÷òî:

dΩ2 = ω ∧ Ω2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (8.2), íàõîäèì:

dΩ2 = −1/2
(
θ1 ∧ θ2 ∧ θ4 − θ2 ∧ θ3 ∧ θ4

)
= −1/2

(
θ1 + θ3

)∧(
θ1 ∧ θ3 + θ2 ∧ θ4

)
= −1/2

(
θ1 + θ3

)∧Ω2.

Ïîñêîëüêó ôîðìû θ1 è θ3 � çàìêíóòû, òî îñòàåòñÿ ïîëîæèòü ω = −1/2 (θ1 + θ3). Ìåòðèêà g2

íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâîé, òàê êàê íåò êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, ñîõðàíÿþùèõ
ýòó ìåòðèêó.

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.5) çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ìåòðèêè g1:

γ1
21 = −γ2

22 = ab,
γ2

21 = bc,
γ1

22 = −b2,
γ3

33 = −γ4
34 = α2,

γ4
33 = αγ,

γ3
34 = γ3

43 = −γ4
44 = αβ,

γ4
43 = βγ,

γ3
44 = β2.

Òåïåðü ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (3.7), íàõîäèì âèä òåíçîðà Ðè÷÷è:

S1 = bc (θ1)2 − 2 abθ1θ2 − b2 (θ2)2 + βγ (θ3)2 − 2 αβ θ3θ4 − β2 (θ4)2.
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Êàê âèäíî ïðè β = b, S1 = −bg1, ò. å. ìåòðèêà g1 ïðè β = b ÿâëÿåòñÿ ýéíøòåéíîâîé, è ìû
ïîëó÷àåì òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.8), íàõîäèì ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ìåòðèêè g1:

σ1 = −2 (b + β) < 0.

Î÷åâèäíî ÷òî ôóíêöèÿ σ1 íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à çíà÷èò òåíçîð Ðè÷÷è ìåòðèêè g1 íå
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Òåïåðü íàéäåì áàçèñíûå ñåêöèîííûå êðèâèçíû ìåòðèêè g1, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3.9). Ïîëó-
÷àåì ÷òî âñå ñåêöèîííûå áàçèñíûå êðèâèçíû, çà èñêëþ÷åíèåì k1(e1, e2) è k1(e3, e4), ðàâíû íóëþ,
è k1(e1, e2) = −b, k1(e3e4) = −β. Èç îïðåäåëåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû è íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî çíàê ñåêöèîííîé êðèâèçíû k1(X, Y ) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ôóíêöèè
−2 b (x2

1y
2
2 + x2

2y
2
1) − 2 β (x2

3y
2
4 + x2

4y
2
3). À ïîñêîëüêó b > 0, β > 0, òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ X è Y

èìååì k1(X,Y ) 6 0.
Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ âûøå ôàêòîâ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ èòîãîâàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 8.6. Ãðóïïà E(1)× E(1) äîïóñêàåò ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû:
(1) ×åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð è ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷å-

ñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ êýëåðîâûõ ìåòðèê ñ îòðèöàòåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé
è ñåêöèîííîé êðèâèçíîé 6 0.

(2) Òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê ñ îòðèöà-
òåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé.

(3) Òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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