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Субтвисторные структуры и

сублагранжевы подмногообразия

В работе даётся понятие субтвисторной и субкэлеровой структуры. По-
казано, что такие структуры являются обобщениями почти кэлеровых, по-
чти контактных и симплектических структур. Рассмотрены специальные
классы субтвисторных структур. С помощью таких структур вводится по-
нятие сублагранжевых и сублежандровых подмногообразий, которые яв-
ляются обобщением лагранжевых и лежандровых подмногообразий. По-
лучены важные свойства таких подмногообразий. Отдельно рассмотрены
сублагранжевы и сублежандровы подмногообразия в случае однородных
пространств.

Ключевые слова: субтвисторная структура, субкэлерова структура,
сублагранжево подмногообразие, радикал внешней формы.

§ 1. Введение

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ

ïðèìåíèìû ââåäåííûå â [6] ñóáòâèñòîðíûå è ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû. Â ÷àñò-

íîñòè, ïîëó÷åíèå ñ èõ ïîìîùüþ â ïðîèçâîëüíîì âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè

êýëåðîâûõ è ïî÷òè êýëåðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé, ïîñòðîåíèå êýëåðîâûõ îäíî-

ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàçëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîä-

ìíîãîîáðàçèé. Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà � ýòî íàáîð ñëåäóþùèõ îáúåêòîâ:

âûðîæäåííàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà Ω, ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ 𝐷, íà êîòîðîì 2-ôîðìà Ω íåâûðîæäåíà, íåïðåðûâíîå ïîëå ýíäî-

ìîðôèçìîâ 𝛷 êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî àññîöèèðî-

âàííî ñ 2-ôîðìîé Ω è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû,

àññîöèèðîâàííîé ñ íåâûðîæäåííîé 2-ôîðìîé, è ñèììåòðè÷íàÿ âûðîæäåííàÿ

2-ôîðìà 𝛽, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà ðàäèêàë âíåøíåé 2-ôîðìû Ω åñòü ðèìàíî-

âî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òâèñòîðíûå, êýëåðîâû, ïî÷òè êýëåðîâû, êîíòàêò-

íûå è ïî÷òè êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñóáòâèñòîð-

íîé ñòðóêòóðû. Îòëè÷èå ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð îò êëàññè÷åñêèõ ãåîìåòðè-

÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà èìååò âûðîæäåííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ

2-ôîðìó Ω. Íàëè÷èå íà ìíîãîîáðàçèè ñóáòâèñòîðíîé èëè ñóáêêýëåðîâîé ñòðóê-

òóðû ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

𝐷, íà êîòîðîì ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà Ω íåâûðîæäåíà. Òàêèå ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ ñóáëåæàíäðîâûìè, ïî àíàëîãèè ñ ëåæàíäðîâûìè ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿìè äëÿ êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð. Ñóáëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçè-

åì íàçûâàåòñÿ ñóáëåæàíäðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôóíäàìåíòàëüíàÿ
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2-ôîðìà Ω îáðàùàåòñÿ â 0. Ñóáëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîá-

ùåíèåì ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé äëÿ âíåøíèõ 2-ôîðì ñ íåòðèâèàëüíûì

ðàäèêàëîì.

Âïåðâûå âíåøíèå 2-ôîðìû ñ íåòðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì áûëè èçó÷åíû â [1]

â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ïîëó÷åíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàê-

æå, âûðîæäåííûå âíåøíèå 2-ôîðìû è ñóáëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòî

âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ôèçèêè è ãåîìåòðèè. Íàïðèìåð, ïîíÿòèå ñóá-

êýëåðîâîé ñòðóêòóðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè ïåðåíîñå êýëåðîâîé

ñòðóêòóðû ñ áàçû 𝑀 ðàññëîåíèÿ 𝑃 −→ 𝑀 íà ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ 𝑃 , èëè

ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Ñòîêñà. Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ îñîáåííî ÷àñòî âîç-

íèêàþò äâóìåðíûå ñóáëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ, êàê ïîêàçàíî íèæå.

Ïóñòü 𝑉 � âåêòîðíîå ïîëå ñèëû íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàçìåðíîñòè 𝑛 > 3, à

𝑑𝑟 � âåêòîðíîå ïîëå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ. Ïóñòü (., .) � ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé íà 𝑀 . Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 1-ôîðìó

𝛼 = (𝑉, 𝑑𝑟) è çàìêíóòóþ êðèâóþ 𝐶, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé äâóìåðíîé

ïîâåðõíîñòè 𝑆. Åñëè âíåøíèé äèôôåðåíöèàë 𝑑𝛼 1-ôîðìû 𝛼 ÿâëÿåòñÿ âûðîæ-

äåííîé íà 𝑀 âíåøíåé 2-ôîðìîé, òî ìû ìîæåì âûäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå 𝐷, íà

êîòîðîì 2-ôîðìà 𝑑𝛼 íåâûðîæäåíà. Èç ôîðìóëû Ñòîêñà ñëåäóåò, ÷òî ðàáîòà

âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑉 âäîëü êðèâîé 𝐶 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

𝐴𝐶 =

∫︁
𝐶

𝛼 =

∫︁
𝑆

𝑑𝛼.

Åñëè ïîâåðõíîñòü 𝑆 ÿâëÿåòñÿ ñóáëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, èëè êàñàåòñÿ

ðàäèêàëà 2-ôîðìû 𝑑𝛼 âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ, ñðàçó ïîëó÷àåì 𝐴𝐶 = 0. Åñëè

2-ôîðìà 𝑑𝛼 íåâûðîæäåíà íà ïîâåðõíîñòè 𝑆, è îïðåäåëåíî ïîëå ýíäîìîðôèçìîâ

𝛷 : 𝑑𝛼(𝑋,𝑌 ) = (𝛷𝑋, 𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀),

òî äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 : 𝛷𝑋 = 𝑌 íà ïîâåðõíîñòè 𝑆, ïîëó÷àåì, ÷òî

𝐴𝐶 =

∫︁
𝑆

𝑑𝛼(𝑋,𝑌 )𝑑𝑆 =

∫︁
𝑆

(𝛷𝑋,𝛷𝑋)𝑑𝑆 > 0.

Îïèñàííàÿ çàäà÷à òàêæå îáóñëàâëèâàåò èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñóáòâèñòîðíûõ

ñòðóêòóð, ãäå âìåñòî âíåøíåé 2-ôîðìû Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ 1-ôîðìà 𝛼 ñ âûðîæ-

äåííûì âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì 𝑑𝛼. Òàêèå ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ àôôè-

íîðíûìè ìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè è èçó÷åíû â [3] íà ãðóïïàõ Ëè, à â [4] íà

ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ. Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 3 àôôèíîðíàÿ

ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñîâïàäàåò ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-

ðîé. Èíâàðèàíòíûå ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîðîäíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 3 êëàññèôèöèðîâàíû â [2], à èíâàðèàíòíûå àôôè-

íîðíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 4

êëàññèôèöèðîâàíû â [5]. Íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà è ïðèìåðû ñóáòâèñòîð-

íûõ è àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîëó÷åíû â [6].

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû è èõ ÷àñòíûå

êëàññû îáîáùàþò èëè ïîðîæäàþò ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóê-

òóðû, òàêèå êàê ïî÷òè êýëåðîâû è êýëåðîâû ñòðóêòóðû, ïî÷òè êîíòàêòíûå è

êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû, ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è ñòðóêòóðû ïî÷òè ïðîèçâå-

äåíèÿ. Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû. Â ðàçäåëå 3
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ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé êëàññ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð - ñóáêýëåðîâû ñòðóê-

òóðû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîèçâîëü-

íûõ âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ðàçäåëå 3 òàêæå äîêàçàíû âàæíûå ãåî-

ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé ñ ñóáêýëåðîâûìè ñòðóêòóðàìè. Îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ñíàáæåííîå ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé ëîêàëüíî

åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðîãî êýëåðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ è ðèìàíîâà

ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Â ðàçäåëàõ 4 è 5 îïðåäåëÿþòñÿ è èçó÷àþòñÿ ñóáëåæàíäðî-

âû è ñóáëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Â ðàçäåëå 6 îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ñëó÷àé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, è ïðèâîäÿòñÿ êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ñóáëàãðàíæåâûõ îäíîðîäíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â ïðîèçâîëüíîì îä-

íîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Â äàííîé ðàáîòå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ è

ðåçóëüòàòû èç ñåðèè ðàáîò [3-6], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü ÷àñòíûå êëàññû

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð è íåêîòîðûå áàçîâûå îáúåêòû.

§ 2. Субтвисторные структуры

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 3. Áóäåì îáîçíà÷àòü âíóò-

ðåííåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 è 𝑝-ëèíåéíîé ôîðìû 𝜂 íà 𝑀 ÷åðåç

I𝑋 𝜂.

Определение 2.1. Ðàäèêàëîì áèëèíåéíîé ôîðìû Ω â òî÷êå 𝑥 íàçûâàåòñÿ

âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

radΩ𝑥 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 : I𝑣 Ω𝑥 = 0}.

Ðàäèêàëîì 1-ôîðìû 𝛼 â òî÷êå 𝑥 íàçûâàåòñÿ ðàäèêàë åå âíåøíåãî äèôôåðåí-

öèàëà 𝑑𝛼.

2-ôîðìà Ω èëè 1-ôîðìà 𝛼 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ðà-

äèêàëîâ radΩ (rad𝛼) èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã âî âñåõ òî÷êàõ èç 𝑀 .

Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ñ íóëåâûì ðàäèêàëîì

ýòî íåâûðîæäåííàÿ ôîðìà, à ðåãóëÿðíàÿ 1-ôîðìà ñ ðàäèêàëîì 𝑇𝑀 åñòü çà-

ìêíóòàÿ 1-ôîðìà íà 𝑀 . Äàëåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ðàñïðåäåëåíèå ðàäèêàëîâ

ðåãóëÿðíîé ôîðìû Ω íà 𝑀 ÷åðåç radΩ. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì âàæíûå ñâîéñòâà

ðàäèêàëà ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Теорема 2.2. Пусть 𝑀 – гладкое многообразие размерности 𝑛 > 3, Ω –

регулярная ненулевая внешняя 2-форма на 𝑀 и 𝑟 – ранг распределения radΩ.

Тогда:

1) Если 𝑛 четно, то и 𝑟 четно, и выполняется неравенство

0 6 𝑟 6 𝑛− 2;

2) Если 𝑛 нечетно, то и 𝑟 нечетно, и выполняется неравенство

1 6 𝑟 6 𝑛− 2;

3) Если 2-форма Ω замкнута, то распределение radΩ инволютивно.
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Òåîðåìà 2.2 òàêæå ñïðàâåäëèâà äëÿ íåçàìêíóòûõ ðåãóëÿðíûõ 1-ôîðì. Äîêà-

çàòåëüñòâî ïóíêòîâ 1 è 2 ìîæíî íàéòè â [3], à äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3 ìîæíî

íàéòè â [6].

Замечание 2.3. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé äèô-

ôåðåíöèàëüíîé ôîðìû Ω ñ íåòðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå

ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òàêîå, ÷òî 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ radΩ, êî-

òîðîå èìååò ÷åòíûé ðàíã ïðè ëþáîì 𝑛. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 íàçûâàåòñÿ

ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì äëÿ ôîðìû Ω, ïîñêîëüêó Ω âñåãäà íåâûðîæäåíà íà 𝐷.

Определение 2.4. Ïóñòü Ω � ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íà ìíîãîîáðà-

çèè𝑀 , è 𝐷 � ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ ôîðìû Ω. Àôôèíîðîì àññîöèèðîâàííûì

ñ 2-ôîðìîé Ω íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ïîëå ýíäîìîðôèçìîâ 𝛷 êàñàòåëüíûõ

ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) ker𝛷 = radΩ;

2) 𝛷2|𝐷 = − id, ãäå id � ïîëå òîæäåñòâåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ;

3) 𝛷*Ω = Ω ∘ 𝛷 = Ω;

4) Ω(𝑋,𝛷𝑋) > 0, 𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ àôôèíîð àññîöèèðîâàííûé ñ 1-ôîðìîé

𝛼 êàê àôôèíîð àññîöèèðîâàííûé ñ 𝑑𝛼. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè àôôèíîðà

íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû 𝛷 áûë èçîìîðôèçìîì ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷. Ñåé÷àñ ìû

ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ àôôèíîðà.

Предложение 2.5. Пусть 𝛷 – аффинор ассоциированный с регулярной 2-формой

Ω на 𝑀 . Тогда 𝛷 есть линейный изоморфизм рабочего расслоения 𝐷.

Доказательство. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑋𝐷 ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ

𝑋 íà ðàñïðåäåëåíèå 𝐷, à ÷åðåç 𝑋𝑅 ïðîåêöèþ 𝑋 íà radΩ. Ïîñêîëüêó 𝑇𝑀 =

𝐷 ⊕ radΩ, äëÿ ëþáîãî 𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷) èìååì:

𝛷𝑋 = (𝛷𝑋)𝐷 + (𝛷𝑋)𝑅.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1 è 2 èç îïðåäåëåíèÿ 2.4, ïîëó÷àåì:

−𝑋 = 𝛷2𝑋 = 𝛷(𝛷𝑋)𝐷.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó àôôèíîð 𝛷, ïîëó÷àåì:

𝛷𝑋 = (𝛷𝑋)𝐷 ∈ 𝐷.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5 è îïðåäåëåíèÿ 2.4 âèäíî, ÷òî àôôèíîð 𝛷 åñòü îáîáùåíèå

ïîíÿòèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû àññîöèèðîâàííîé ñ âíåøíåé 2-ôîðìîé

Ω, è åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ðàáî÷åì ðàññëîåíèè 𝐷 ïîëîæèòåëüíî àñ-

ñîöèèðîâàííàÿ ñ îãðàíè÷åíèåì 2-ôîðìû Ω íà 𝐷.

Ïóñòü Ω � âûðîæäåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà ñ ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì 𝐷. Áó-

äåì íàçûâàòü ìåòðèêîé ðàäèêàëà radΩ âûðîæäåííóþ ñèììåòðè÷íóþ 2-ôîðìó

𝛽 : rad𝛽 = 𝐷, è îãðàíè÷åíèå ôîðìû 𝛽 íà ðàñïðåäåëåíèå radΩ åñòü ðèìàíîâî

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà radΩ.
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Определение 2.6. Ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçû-

âàåòñÿ ÷åòâåðêà (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽), ãäå Ω � ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 , 𝐷 �

ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ 2-ôîðìû Ω, 𝛷 � àôôèíîð àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé

Ω è 𝛽 � ìåòðèêà ðàäèêàëà radΩ. Âíåøíÿÿ 2-ôîðìà Ω íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîé 2-ôîðìîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà Ω íåâûðîæäåíà, ïîëó÷àåì 𝐷 =

𝑇𝑀 , 𝛽 åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 , 𝛷 åñòü îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé

ìåòðèêè ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, è (Ω, 𝛷, 𝛽) åñòü êëàññè÷åñêàÿ òâèñòîð-

íàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 . Çàìåòèì, ÷òî â [6] äàíî äðóãîå îïðåäåëåíèå ñóáòâèñòîð-

íîé ñòðóêòóðû, ãäå âìåñòî ìåòðèêè ðàäèêàëà èñïîëüçóåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðèìà-

íîâà ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå 2.6

ýêâèâàëåíòíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ.

Предложение 2.7. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) – субтвисторная структура на мно-

гообразии 𝑀 . Тогда:

1) На многообразии 𝑀 существует риманова метрика 𝑔 такая, что:

Ω(𝑋,𝑌 ) = 𝑔(𝛷𝑋, 𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀),

𝑔(𝛷𝑋,𝛷𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝐷).
(1)

2) На рабочем расслоении 𝐷 существует риманово скалярное произведение

Ω𝛷 такое, что (Ω𝛷, 𝛷|𝐷) есть твисторная структура на 𝐷.

Доказательство. Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

Ω𝛷 : Ω𝛷(𝑋,𝑌 ) = Ω(𝑋,𝛷𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀).

Èç ñâîéñòâ àôôèíîðà â îïðåäåëåíèè 2.4 ñëåäóåò, ÷òî radΩ𝛷 = radΩ, îãðàíè-

÷åíèå ôîðìû Ω𝛷 íà ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, è îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà 𝛷 íà 𝐷 ñîõðàíÿåò ýòî ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, (Ω𝛷, 𝛷) åñòü òâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝐷.

Èç îïðåäåëåíèÿ àôôèíîðà è ìåòðèêè ðàäèêàëà ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà 𝑔 = Ω𝛷+𝛽

åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1).

Åñëè 𝑀 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé 𝑔, è Ω � ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ

2-ôîðìà íà𝑀 ñ íåòðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì, òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå𝐷 ìîæíî çà-

äàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîå radΩ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔, ìåòðèêó

ðàäèêàëà 𝛽 ìîæíî çàäàòü êàê

𝛽(𝑋,𝑌 ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑔(𝑋,𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ radΩ,

0, 𝑋 ∈ 𝐷,

0, 𝑌 ∈ 𝐷,

À àôôèíîð 𝛷 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (1) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 (ñì.

[6]). Ýòî äàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íà ðèìàíîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ. Åñëè 𝑃 åñòü ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé 𝐺 ðàç-

ìåðíîñòè 𝑟 íàä êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 , òî íà 𝑃 ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü

ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽). Ãäå Ω åñòü ïîäíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìû ñ 𝑀 íà 𝑃 , 𝛷 åñòü ïîäíÿòèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ñ 𝑀 íà 𝑃 , 𝐷 åñòü
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íåêîòîðàÿ ñâÿçíîñòü íà 𝑃 , à ìåòðèêà ðàäèêàëà ïîðîæäàåòñÿ ëþáîé ðèìàíîâîé

ìåòðèêîé íà ãðóïïå 𝐺. Áîëåå ïîäðîáíûå ïðèìåðû ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî

íàéòè â [6]. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü âïîëíå íåãîëîíîìíîå

ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 , èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (𝐷,Ω𝛷) åñòü ñóáðè-

ìàíîâà ñòðóêòóðà íà 𝑀 .

Ïóñòü 𝑒(𝐸) � êëàññ Ýéëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸, à 𝑤1(𝐷) � ïåðâûé êëàññ

Øòèôåëÿ-Óèòíè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 (ñì. [7]). Â [4] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû:

Предложение 2.8. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) – субтвисторная структура на мно-

гообразии 𝑀 . Тогда:

𝐸(Λ2(𝑀)) = 0, 𝑤1(𝑑) = 0, где Λ2(𝑀) – расслоение внешних 2-форм на мно-

гообразии 𝑀 .

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðå íå ñó-

ùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð (ñì. [6]). Òàêæå, â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðûõ íåò òâèñòîðíîé èëè êýëåðîâîé ñòðóêòóðû, íî

ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé.

Ïîìèìî ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå àôôèíîðíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽),

ãäå 𝛼 � ðåãóëÿðíàÿ íåçàìêíóòàÿ 1-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , à 𝐷,𝛷, 𝛽 � ðà-

áî÷åå ðàññëîåíèå, àôôèíîð è ìåòðèêà ðàäèêàëà àññîöèèðîâàííûå ñ âíåøíèì

äèôôåðåíöèàëîì 1-ôîðìû 𝛼. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷å-

ñêàÿ ñòðóêòóðà ïîðîæäàåò ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ òî÷íîé, à çíà÷èò çà-

ìêíóòîé, ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé. Îäíàêî, ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà, ó

êîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, íå ìîæåò ïîðîæäàòü

àôôèíîðíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.7, àôôèíîðíàÿ

ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 îïðåäåëÿåò íà 𝑀 ðè-

ìàíîâó ìåòðèêó 𝑔𝛼 = 𝑑𝛼𝛷 + 𝛽. Ïî òåîðåìå Ðèññà î ëèíåéíîì ôóíêöèîíàëå â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. [8]), íà 𝑀 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå

ïîëå 𝜉 : 𝛼 = I𝜉 𝑔𝛼. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîð-

íûì ïîëåì àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé, åñëè 𝜉 ∈ rad𝛼. Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ñòðîãèõ

àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð èçó÷åíû â [3] è [4]. Çäåñü íàì ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî:

Предложение 2.9. Пусть (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) – строгая аффинорная метрическая

структура на многообразии 𝑀 . Тогда 𝐷 ⊆ ker𝛼, и 𝐷 есть неголономное

распределение на 𝑀 .

Доказательство. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìåòðèêè 𝑔𝛼 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ 𝐷 è rad𝛼 îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè. Èç òåîðåìû Ðèññà

ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå 𝜉 îðòîãîíàëüíî ker𝛼. Ïîñêîëü-

êó 𝜉 ∈ rad𝛼 è êîðàçìåðíîñòü ÿäðà 1-ôîðìû âñåãäà ðàâíà 1, ïîëó÷àåì, ÷òî 𝜉

îðòîãîíàëüíî 𝐷, à ñëåäîâàòåëüíî 𝐷 ⊆ ker𝛼.

Â [9] ìîæíî íàéòè ñëåäóþùåå âûðàæåíèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà 1-ôîðìû

𝛼:

2 𝑑𝛼(𝑋,𝑌 ) = 𝑋(𝛼(𝑌 ))− 𝑌 (𝛼(𝑋))− 𝛼([𝑋,𝑌 ]), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀). (2)
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Çäåñü 𝑋(𝑓) îçíà÷àåò äåéñòâèå âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà ôóíêöèþ 𝑓 , [𝑋,𝑌 ] åñòü

ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋 è 𝑌 . Ïîñêîëüêó 𝐷 ⊆ ker𝛼, äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈
𝐶1(𝐷) ðàâåíñòâî (2) ïðèíèìàåò âèä:

2 𝑑𝛼(𝑋,𝑌 ) = −𝛼([𝑋,𝑌 ]).

Ïîñêîëüêó 1-ôîðìà 𝛼 íåçàìêíóòà, ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 íå ìîæåò áûòü èíâîëþòèâ-

íûì. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 íåãîëîíîìíî.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ñòðîãèõ àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ

ñòðóêòóð ïîëó÷èòü ïðèìåð ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìîé è íåèíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì. Äëÿ êîíòàêòíûõ ìåòðè÷å-

ñêèõ ñòðóêòóð ðàáî÷åå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåãîëîíîìíûì. Çàìåòèì,

÷òî êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà åñòü ñòðîãàÿ àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðàñ ðàäèêàëîì ðàíãà 1, à ïî÷òè êýëåðîâà èëè êýëåðîâà ñòðóêòóðà åñòü

ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 0.

Ïóñòü (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) � àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèì âåêòîðíûì ïîëåì 𝜉, L𝑋 𝛼 � ïðîèçâîäíàÿ Ëè 1-ôîðìû 𝛼 âäîëü âåêòîðíîãî

ïîëÿ 𝑋, à |𝑋|2 = 𝑔𝛼(𝑋,𝑋). Ââåäåì òåíçîðíîå ïîëå 𝜏𝛼 = L𝜉 𝛼 − 𝑑|𝜉|2. Áóäåì

íàçûâàòü ýòîò òåíçîð òåíçîðîì ðàñõîæäåíèÿ.

Теорема 2.10. Аффинорная метрическая структура (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) с харак-

теристическим векторным полем 𝜉 является строгой тогда и только тогда,

когда ее тензор расхождения 𝜏𝛼 = 0.

Доказательство. Â [9] ìîæíî íàéòè ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé

Ëè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû 𝛼 âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋:

L𝑋 𝛼 = I𝑋 𝑑𝛼+ 𝑑 I𝑋 𝛼.

Èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝜉 ñëåäóåò, ÷òî

𝛼(𝜉) = 𝑔𝛼(𝜉, 𝜉) = |𝜉|2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

I𝜉 𝑑𝛼 = L𝜉 𝛼− 𝑑|𝜉|2 = 𝜏𝛼.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 𝜉 ∈ rad𝛼 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 𝜏𝛼 = 0.

Следствие 2.11. Аффинорная метрическая структура (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) с ха-

рактеристическим векторным полем 𝜉 : |𝜉| = const является строгой тогда

и только тогда, когда L𝜉 𝛼 = 0.

Â [6] äîêàçàíî, ÷òî ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìîé íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè íå ìîæåò èìåòü èíâîëþòèâíîå ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé êëàññ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð

ñ èíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì äàëåå.

§ 3. Субкэлеровы структуры

Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 3 è (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) �

ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 ñ èíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì 𝐷. Ïî
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òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó èç 𝑀 ïðîõîäèò èíòåãðàëüíîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Èç îïðåäåëåíèÿ àôôèíîðà 𝛷 ñëåäóåò, ÷òî îãðà-

íè÷åíèå 𝛷 íà 𝑄 åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà èíòåãðèðóåìà, à ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ 2-ôîðìà çàìêíóòà, ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå

â 𝑀 . Ýòî ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû.

Определение 3.1. Ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâà-

åòñÿ íàáîð îáúåêòîâ (𝑄,Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽), ãäå Ω � çàìêíóòàÿ ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ

2-ôîðìà íà 𝑀 , 𝐷 � ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ Ω, 𝛷 � àôôèíîð àññîöèèðîâàí-

íûé ñ 2-ôîðìîé Ω, 𝛽 � ìåòðèêà ðàäèêàëà radΩ è 𝑄 � ïîäìíîãîîáðàçèå â

𝑀 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, è 𝛷|𝑄 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄. Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå

ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âñåì ìíî-

ãîîáðàçèè 𝑀 . Òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî íàëè÷èå íà âåùåñòâåííîì

ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå â 𝑀 êýëåðî-

âà ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.9 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîãàÿ àôôèíîðíàÿ

ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íå ìîæåò ïîðîæäàòü ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó. Ïðèìåð

íåñòðîãîé àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ñóáêýëå-

ðîâó ñòðóêòóðó ìîæíî íàéòè â [6]. Ïîìèìî ýòîãî, ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ïîðîæäàþò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó. ×òîáû

îïðåäåëèòü ýòîò êëàññ, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîð-

íîé ñòðóêòóðû.

Определение 3.2. Òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽)

íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîå ïîëå 𝑁 íà 𝑀 :

𝑁(𝑋,𝑌 ) = [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ]− 𝛷[𝛷𝑋, 𝑌 ]− 𝛷[𝑋,𝛷𝑌 ] + 𝛷2[𝑋,𝑌 ],

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀).

Èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 è îïðåäåëåíèÿ 2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëüíîãî

ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 îãðàíè÷åíèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ 𝑁 íà 𝑄 åñòü

òåíçîð Íåéåíõåéñà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû 𝛷|𝑄. Èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé
ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà 𝑄 ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ 𝑁 |𝑄 = 0 (ñì. [9,

ãëàâà 9]).

Теорема 3.3. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) – субтвисторная структура на много-

образии 𝑀 размерности > 3 с замкнутой фундаментальной 2-формой Ω и

нулевым тензором кручения 𝑁 . Тогда любое интегральное подмногообразие

𝑄 для рабочего расслоения 𝐷 есть кэлерово подмногообразие, и (𝑄,Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽)

есть субкэлерова структура на 𝑀 .

Доказательство. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà ðàñ-

ïðåäåëåíèå radΩ ÷åðåç 𝑋𝑅. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5 ñëåäóåò, ÷òî 𝛷(𝑇𝑀) = 𝐷. Åñëè

𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝐷), òî èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 ïîëó÷àåì:

𝑁𝑅(𝑋,𝑌 ) = [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ]𝑅.
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Óñëîâèå 𝑁 = 0 âëå÷åò 𝑁𝑅 = 0, îòêóäà [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ]𝑅 = 0. Ïîñêîëüêó 𝛷 åñòü ëè-

íåéíûé èçîìîðôèçì ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå 𝐷

èíâîëþòèâíî. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå âïîëíå ãî-

ëîíîìíî, à ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 𝑥 ∈𝑀 ïðîõîäèò ïîäìíîãîîáðà-

çèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà 𝛷 íà ëþáîå òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄, è îãðàíè÷åíèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ 𝑁

íà 𝑄 åñòü åå òåíçîð Íåéåíõåéñà. Óñëîâèå 𝑁 = 0 âëå÷åò, ÷òî 𝛷 åñòü êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà íà𝑄 è𝑄 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî

îïðåäåëåíèå 3.1, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñèëó ïóíêòà 3 òåîðåìû 2.2, ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀

âñåãäà çàäàåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â ñóììó Óèòíè äâóõ èíâî-

ëþòèâíûõ ðàñïðåäåëåíèé 𝑇𝑀 = 𝐷⊕radΩ. Ñ ýòèì ðàçëîæåíèåì ìîæíî ñâÿçàòü

ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ 𝜓 : Ψ|𝐷 = 𝛷2|𝐷 = − id, 𝜓|radΩ = id, ãäå id � ïîëå

òîæäåñòâåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà 𝑀 . Äëÿ ñòðóêòóðû ïî÷òè ïðîèçâåäå-

íèÿ 𝜓 îïðåäåëåí òåíçîð 𝑃𝜓:

𝑃𝜓(𝑋,𝑌 ) = [𝑋,𝑌 ]− 𝜓[𝜓𝑋, 𝑌 ] + 𝜓[𝑋,𝜓𝑌 ]− [𝜓𝑋,𝜓𝑌 ],

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀).

Áóäåì íàçûâàòü òåíçîð 𝑃𝜓 òåíçîðîì èíäóöèðîâàííîãî êðó÷åíèÿ ñóáêýëåðîâîé

ñòðóêòóðû. Óñëîâèå 𝑃𝜓 = 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîãîîáðàçèå 𝑀 ëîêàëü-

íî äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèé 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 è

𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅. Çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Ω𝛷 íà ðàáî÷åì ðàñ-

ñëîåíèè 𝐷 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 åñòü êýëåðîâà ìåòðèêà íà 𝑄, ìåòðèêà ðàäèêàëà

𝛽 åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑅, à ìåòðèêà 𝑔Ω = Ω𝛷 + 𝛽 åñòü ìåòðèêà ïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ íà 𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

Предложение 3.4. Если вещественное многообразие𝑀 допускает субкэл-

ерову структуру с радикалом ранга 𝑟 > 1 и нулевым тензором индуцирован-

ного кручения, то 𝑀 локально изометрично прямому произведению кэлерова

подмногообразия 𝑄 коразмерности 𝑟 и риманова подмногообразия 𝑅 размерно-

сти 𝑟.

Ïîñêîëüêó èíäóöèðîâàííóþ ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïîñòðî-

èòü è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû, èç òåîðåìû 3.3 ïîëó÷àåì:

Следствие 3.5. Если вещественное многообразие 𝑀 допускает субтви-

сторную структуру с радикалом ранга 𝑟 > 1, замкнутой фундаментальной

2-формой, нулевым тензором кручения и нулевым тензором индуцированного

кручения, то 𝑀 локально изометрично прямому произведению кэлерова под-

многообразия 𝑄 и риманова подмногообразия 𝑅 размерности 𝑟.

Ïóñòü (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , 𝑔Ω =

Ω𝛷 + 𝛽 � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 , è ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè 𝑔Ω.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇𝐷 îãðàíè÷åíèå ñâÿçíîñòè ∇ íà ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷. Äëÿ

ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ èíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû, ∇𝐷 åñòü ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè Ω𝛷 íà

ëþáîì èíòåãðàëüíîì ïîäìíîãîîáðàçèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷.
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Теорема 3.6. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) – субтвисторная структура на многооб-

разии 𝑀 размерности > 3, и 𝑃𝜓 – тензор индуцированного кручения этой

субтвисторной структуры. Если ∇𝐷𝛷 = 0 и 𝑃𝜓 = 0, то в 𝑀 существует

кэлерово подмногообразие 𝑄 и риманово подмногообразие 𝑅 такие, что 𝑀 ло-

кально изометрично 𝑄 × 𝑅, и (𝑄,Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) есть субкэлерова структура на

𝑀 .

Доказательство. Èç óñëîâèÿ 𝑃𝜓 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷 è radΩ

èíâîëþòèâíû, â 𝑀 ñóùåñòâóþò ðèìàíîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, 𝑅 :

𝑇𝑅 = radΩ|𝑅, è 𝑀 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî 𝑄×𝑅. Óñëîâèå ∇𝐷𝛷 = 0 âëå÷åò, ÷òî

𝛷 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄 è 𝑑Ω|𝑄 = 0 (ñì. [9, ãëàâà 9]). Ïîñêîëü-

êó 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 è ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà Ω ìîæåò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ

òîëüêî íà ðàáî÷åì ðàññëîåíèè 𝐷, ïîëó÷àåì 𝑑Ω = 0 íà 𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, âû-

ïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû, è 𝑄 åñòü êýëåðîâî

ïîäìíîãîîáðàçèå.

Замечание 3.7. Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìà 3.6 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè

óñëîâèå ∇𝐷𝛷 = 0 çàìåíèòü íà óñëîâèå ∇𝛷 = 0. Ïðè ýòîì, îãðàíè÷åíèå ∇𝛷
íà radΩ âñåãäà ðàâíî 0, êîãäà radΩ åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Замечание 3.8. Âàæíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâ-

ëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íàëè÷èå íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè

> 3 ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû ñ íóëåâûì òåíçîðîì èíäóöèðîâàííîãî êðó÷åíèÿ

ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü 𝑀 êàê ðàññëîåíèå íàä êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì ñ

ðèìàíîâûìè ñëîÿìè.

§ 4. Сублежандровы подмногообразия

Ïóñòü (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) � àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãî-

îáðàçèè 𝑀 ðàçìåðíîñòè > 3. Ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 â 𝑀 íàçûâàåòñÿ ñóáëåæàí-

äðîâûì, åñëè 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî åñëè 𝐷 åñòü

èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 , â 𝑀 âñåãäà ñóùåñòâóþò ñóáëåæàíäðîâû

ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàáî÷åãî ðàññëîå-

íèÿ 𝐷. Ïðèìåðû àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ èíâîëþòèâíûì ðàáî-

÷èì ðàññëîåíèåì ìîæíî íàéòè â [5] è [6]. Ïîñêîëüêó àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà ïîðîæäàåò ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìîé, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.4 ïîëó÷àåì:

Следствие 4.1. Пусть (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) – нестрогая аффинорная метрическая

структура на многообразии 𝑀 размерности 𝑛 > 3 с радикалом ранга 𝑟 >
1. Если тензор индуцированного кручения соответствующей субтвисторной

структуры равен нулю, то в 𝑀 существуют сублежандрово подмногообразие

𝑄 коразмерности 𝑟 и риманово подмногообразие 𝑅 размерности 𝑟 такие, что

𝑀 локально изометрично 𝑄×𝑅.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.9, ñòðîãàÿ àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò

íåèíâîëþòèâíîå ðàáî÷åå ðàññëîåíèå. Ýòî óñëîâèå äàåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå

íà ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ñóáëåæàíäðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé:
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Предложение 4.2. Пусть (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) – строгая аффинорная метрическая

структура с радикалом ранга 𝑟 > 1 на многообразии 𝑀 размерности 𝑛 > 3.

Тогда размерность любого сублежандрова подмногообразия в𝑀 не превышает
𝑛−𝑟
2 .

Доказательство. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.3, ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 èìååò

÷åòíûé ðàíã ïðè ëþáîì 𝑛. Åñëè â 𝑀 ñóùåñòâóåò ñóáëåæàíäðîâî ïîäìíîãîîá-

ðàçèå𝑄 ðàçìåðíîñòè 𝑘, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.9, 𝑇𝑄 ⊂ 𝐷|𝑄 ⊆ ker𝛼|𝑄. Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî (2) èç ðàçäåëà 2, äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑄) ïîëó÷àåì:

2 𝑔(𝛷𝑋, 𝑌 ) = 2 𝑑𝛼(𝑋,𝑌 ) = −𝛼([𝑋,𝑌 ]) = 0,

ãäå 𝑔 � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7. Ïîñêîëüêó 𝛷 åñòü ëèíåé-

íûé èçîìîðôèçì íà 𝐷, rank(𝛷(𝑇𝑄)) = rank(𝑇𝑄) = 𝑘. Îòñþäà:

2𝑘 = rank(𝛷(𝑇𝑄)⊕ 𝑇𝑄) 6 rank(𝐷) = 𝑛− 𝑟.

Теорема 4.3. Пусть 𝑄 – сублежандрово подмногообразие для аффинорной

метрической структуры (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) на многообразии 𝑀 размерности 𝑛 > 3.

Если ограничение аффинора 𝛷 на 𝑄 есть комплексная структура на 𝑄, то 𝑄

есть кэлерово подмногообразие в 𝑀 , и ограничение этой аффинорной метри-

ческой структуры на 𝑄 порождает кэлерову структуру на 𝑄.

Доказательство. Ïîñêîëüêó 𝑄 åñòü êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, åãî âå-

ùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2𝑘 6 rank(𝐷). Îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà 𝛷 íà

𝑄 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïîëîæèòåëüíî àññîöèèðîâàííàÿ ñ çàìêíóòîé

2-ôîðìîé 𝑑𝛼. Ïîêàæåì, ÷òî 2-ôîðìà 𝑑𝛼 íåâûðîæäåíà íà 𝑄. Äëÿ ëþáîé òî÷êè

𝑥 ∈ 𝑄 ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü 𝑈 , â êîòîðîé ìîæíî ïîñòðîèòü

ëîêàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑒1, . . . , 𝑒2𝑘 : 𝛷𝑒𝑙 = 𝑒𝑘+𝑙, 𝛷𝑒𝑘+𝑙 = −𝑒𝑙 äëÿ
ëþáîãî 𝑙 6 𝑘 (ñì. [9, ãëàâà 9]). Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå äâóìåðíûå ðàñïðåäåëå-

íèÿ 𝑉𝑙 íàòÿíóòûå íà áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑒𝑙, 𝑒𝑘+𝑙, 𝑙 6 𝑘. Î÷åâèäíî, ÷òî

𝛷(𝑉𝑙) = 𝑉𝑙 äëÿ âñåõ 𝑙. Äëÿ ëþáîãî 𝑙 èìååì:

𝑑𝛼(𝑒𝑙, 𝑒𝑘+𝑙) = 𝑑𝛼(𝑒𝑙, 𝛷𝑒𝑙) = 𝑔(𝑒𝑙, 𝑒𝑙) > 0,

ãäå 𝑔 � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7. Äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑦 ∈ 𝑈

èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

𝑇𝑦𝑄 = 𝑉1(𝑦) + · · ·+ 𝑉𝑘(𝑦).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2-ôîðìà 𝑑𝛼 íåâûðîæäåíà â êàæäîé òî÷êå 𝑦 ∈ 𝑈 , â ÷àñò-
íîñòè, ïðè 𝑦 = 𝑥. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà 𝑑𝛼 íåâû-

ðîæäåíà â ëþáîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑄, è îãðàíè÷åíèå (𝑑𝛼, 𝛷, 𝑑𝛼𝛷) íà 𝑄 åñòü êýëåðîâà

ñòðóêòóðà íà 𝑄.

Ïðèìåð ñóáëåæàíäðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì êýëåðîâó ñòðóêòóðó

íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê îãðàíè÷åíèå ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ïîðîæäåííîé àô-

ôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïðåäîñòàâëÿåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Предложение 4.4. Пусть 𝑄 – компактное сублежандрово подмногообра-

зие без края размерности 2𝑘 для аффинорной метрической структуры (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽).

Тогда замкнутая 2-форма 𝑑𝛼 вырождена на 𝑄.
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Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2-ôîðìà 𝑑𝛼 íåâûðîæäåíà íà 𝑄. Òî-

ãäà âíåøíÿÿ ôîðìà 𝑑𝛼𝑘 ïîðîæäàåò ãðóïïó êîãîìîëîãèé 𝐻2𝑘(𝑄, z) ∼= z. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç 𝜃 âíåøíþþ ôîðìó 𝛼 ∧ 𝑑𝛼𝑘−1. Òîãäà 𝑑𝜃 = 𝑑𝛼𝑘. Ïîëó÷àåì, ÷òî

𝐻2𝑘(𝑄, z) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 𝐻2𝑘(𝑄, z) ∼= z.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñóáëåæàíäðîâû êðèâûå. Ñóáëåæàíäðîâûì

óçëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, êàñàþùàÿñÿ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 âî

âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.9 ïîëó÷àåì:

Следствие 4.5. Пусть 𝐶 – сублежандров узел для строгой аффинорной

метрической структуры (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) на многообразии 𝑀 . Тогда кривая 𝐶 ка-

сается распределения ker𝛼 во всех своих точках, и является решением диф-

ференциального уравнения 𝛼(𝐶̇(𝑡)) = 0.

Äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð øèðîêî èçó÷àþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå

è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ. Ñëåäñòâèå 4.5 ïîçâîëÿåò ïåðå-

íåñòè ýòó òåîðèþ íà ñóáëåæàíäðîâû óçëû äëÿ ñòðîãèõ àôôèíîðíûõ ìåòðè÷å-

ñêèõ ñòðóêòóð. Îäíàêî, â ñëó÷àå, êîãäà rank(rad𝛼) > 2, íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀

ìîãóò ñóùåñòâîâàòü çàìêíóòûå êðèâûå, êîòîðûå êàñàþòñÿ ker𝛼 âî âñåõ ñâî-

èõ òî÷êàõ, íî íå ÿâëÿþòñÿ ñóáëåæàíäðîâûìè óçëàìè. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà íà

𝑀 ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ 𝐶 : [0, 1] −→ 𝑀 : 𝛼(𝐶̇(𝑡)) = 0, è âåêòîðíîå

ïîëå 𝐶̇(𝑡) îðòîãîíàëüíî ðàáî÷åìó ðàññëîåíèþ 𝐷 îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåò-

ðèêè íà 𝑀 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7. Äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ çàìêíóòûìè

ãåîäåçè÷åñêèìè ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò îáðàòíûé ñëåäñòâèþ 4.5.

Предложение 4.6. Пусть (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) – аффинорная метрическая струк-

тура на многообразии𝑀 размерности > 3. Если все геодезические на𝑀 отно-

сительно римановой метрики 𝑔 = 𝑑𝛼𝛷 + 𝛽 замкнуты, и любой сублежандров

узел для этой структуры касается распределения ker𝛼 во всех своих точках,

то эта аффинорная метрическая структура является строгой.

Доказательство. Ïóñòü 𝜉 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå äëÿ àô-

ôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽), è 𝜉′ åãî ïðîåêöèÿ íà ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå 𝐷. Âûáåðåì â 𝑀 ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑥 : 𝛼(𝜉(𝑥)) ̸= 0. Ïóñòü

𝐶(𝑡) : [0, 1] −→ 𝑀 : 𝐶(0) = 𝑥, 𝐶̇(0) = 𝜉′(𝑥) � ãåîäåçè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî ìåò-

ðèêè 𝑔. Ïîñêîëüêó âñå òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå çàìêíóòû, 𝐶 åñòü ñóáëåæàíäðîâ

óçåë â 𝑀 . Íî, òàê êàê âñå ñóáëåæàíäðîâû óçëû êàñàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ker𝛼

âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ, 𝑔𝑥(𝜉
′, 𝜉′) = 𝛼(𝜉′(𝑥)) = 𝛼(𝐶̇(0)) = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî 𝜉′ = 0

è 𝜉 ∈ rad𝛼.

Замечание 4.7. Åñëè â ïðåäëîæåíèè 4.6 âìåñòî ñóáëåæàíäðîâûõ óçëîâ ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ñóáëåæàíäðîâû êðèâûå, òî óñëîâèå çàìêíóòîñòè ãåî-

äåçè÷åñêèõ ìîæíî óáðàòü, òàê êàê îíî íåîáõîäèìî òîëüêî äëÿ çàìêíóòîñòè ñóá-

ëåæàíäðîâûõ êðèâûõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñóáëåæàíäðîâûõ êðèâûõ ñëåäñòâèå

4.5 ñòàíîâèòñÿ êðèòåðèåì ñòðîãîñòè àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ñóáëåæàíäðîâû êðèâûå èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Êàðíî-

Êàðàòåîäîðè è â òåîðèè îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà â ÷àñòíîñòè âèäíî, êàê ìîãóò áûòü óñòðîåíû
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è êàêóþ ðàçìåðíîñòü ìîãóò èìåòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ 𝛼(𝐶̇(𝑡)) = 0, êîãäà 𝛼 åñòü ðåãóëÿðíàÿ 1-ôîðìà ñ âûðîæäåííûì

âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì.

§ 5. Сублагранжевы подмногообразия

Â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìåëüòîíîâûõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü èãðàþò ëàãðàí-

æåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì ïîíÿòèå ëàãðàíæåâà ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ âûðîæäåííîé çà-

ìêíóòîé 2-ôîðìîé.

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 5, è (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 �

ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 . Ïðè îãðàíè÷åíèè ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìû

Ω íà ëþáóþ êðèâóþ 𝐶 ⊂𝑀, Ω|𝐶 = 0.

Определение 5.1. Ñóáëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèå 𝑄 ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè > 2 â 𝑀 òàêîå, ÷òî 𝑄 êàñà-

åòñÿ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ, è Ω|𝑄 = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå 𝑀 ìîæåò ñîäåðæàòü ñóáëàãðàí-

æåâî ïîäìíîãîîáðàçèå òîëüêî êîãäà rank(𝐷) > 4, è dim(𝑀) > 5. Áóäåì îáîçíà-

÷àòü ðèìàíîâó ìåòðèêó íà 𝑀 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 ÷åðåç 𝑔Ω = Ω𝛷 + 𝛽, ãäå Ω𝛷 �

ðèìàíîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ðàáî÷åì ðàññëîåíèè èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7.

Предложение 5.2. Пусть 𝑄 – сублагранжево подмногообразие для субтви-

сторной структуры (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) с радикалом ранга 𝑟 > 1 на многообразии 𝑀

размерности 𝑛 > 5. Тогда dim(𝑄) 6 𝑛−𝑟
2 .

Доказательство. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1) â ïðåäëîæåíèè 2.7, äëÿ ëþáûõ

𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑄) èìååì:

𝑔Ω(𝛷𝑋, 𝑌 ) = Ω(𝑋,𝑌 ) = 0.

Äàëåå, ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4.2, ïîëó÷àåì dim(𝑄) 6
𝑛−𝑟
2 .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.9 è ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.3. Сублежандрово подмногообразие максимальной размерно-

сти > 2 для строгой аффинорной метрической структуры на многообразии

𝑀 размерности > 5 есть сублагранжево подмногообразие для соответству-

ющей субтвисторной структуры на 𝑀 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóáëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå äëÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòó-

ðû ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé áóäåò ñóáëåæàíäðîâûì ïîäìíîãîîá-

ðàçèåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Îäíàêî,

êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.3, ñóáëåæàíäðîâî êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, äëÿ

àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽), êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà

êîòîðîì åñòü îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà 𝛷, íå ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-ëèáî ñóáëàãðàí-

æåâîì ïîäìíîãîîáðàçèè äëÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (𝑑𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽). Ïîñêîëüêó

íà ìíîãîîáðàçèè ñ íóëåâîé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé 𝐻2(𝑀, R) ëþáàÿ çàìêíóòàÿ

âíåøíÿÿ 2-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ïîëó÷àåì:
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Предложение 5.4. Пусть 𝑀 – гладкое многообразие размерности > 5 и

𝐻2(𝑀, R) = 0. Тогда сублагранжево подмногообразие для любой субтвистор-

ной структуры с замкнутой фундаментальной 2-формой Ω на 𝑀 есть суб-

лежандрово подмногообразие максимальной размерности для соответству-

ющей аффинорной метрической структуры, которое касается распределения

ker𝛼 : 𝑑𝛼 = Ω.

Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå ëþáàÿ çàìêíóòàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà íà ñòÿãèâàåìîì ìíî-

ãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 5.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóá-

ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íà ñòÿãèâàåìûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ ìîæíî èñêàòü êàê ìàêñèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, êàñàþùè-

åñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷 ∩ ker𝛼 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé

ñòðóêòóðû (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽).

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûé áàçèñ ðàáî÷åãî ðàñ-

ñëîåíèÿ ñóáëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïåðåñå÷åíèå ñïå-

öèàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà

ìíîãîîáðàçèè𝑀 , è 𝑋𝑘, 𝑋𝑙 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â êàæäîé òî÷êå èç𝑀 âåêòîð-

íûå ïîëÿ â 𝐷. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑄𝑘𝑙 ïîäìíîãîîáðàçèå, êàñàþùååñÿ âåêòîðíûõ

ïîëåé 𝑋𝑘, 𝑋𝑙 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ Ω(𝑋𝑘, 𝑋𝑙) = 0 íà ýòîì ïîäìíîãîîáðàçèè. Ïîä-

ìíîãîîáðàçèå 𝑄𝑘𝑙 ìîæåò áûòü ïóñòûì.

Предложение 5.5. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – субтвисторная струк-

тура на многообразии 𝑀 размерности > 5. Если на 𝑀 существует глобаль-

ный базис 𝑋1, . . . , 𝑋2𝑚, 2𝑚 = rank(𝐷), то подмногообразие
⋂︀
𝑘<𝑙𝑄𝑘𝑙 есть суб-

лагранжево подмногообразие для этой субтвисторной структуры.

Доказательство. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑃 ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

èíäåêñîâ {(𝑘, 𝑙) : 𝑘 < 𝑙 6 2𝑚 : 𝑄𝑘𝑙 ̸= ∅}. Äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ (𝑘, 𝑙) ∈ 𝑃

èìååì Ω(𝑋𝑘, 𝑋𝑙) = 0 íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄𝑘𝑙. Îòñþäà Ω = 0 íà ïîäìíîãîîáðà-

çèè 𝑄 =
⋂︀

(𝑘,𝑙)∈𝑃 𝑄𝑘𝑙.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â𝑀 ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑆 ⊃ 𝑄 : 𝑇𝑆 ⊂ 𝐷|𝑆 , Ω|𝑆 =

0, è dim(𝑆) > dim(𝑄). Òîãäà ñóùåñòâóåò èíäåêñ 𝑘′ è òðàíñâåðñàëüíàÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèþ 𝑄 êðèâàÿ 𝐶(𝑡) ∈ 𝑆 : 𝐶̇(𝑡) = 𝑋𝑘′(𝐶(𝑡)). Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

𝑋𝐿, êàñàþùåãîñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 èìååì Ω(𝑋𝑘′ , 𝑋𝑙) = 0 íà ïîäìíîãîîáðàçèè

𝑆, è 𝑆 = 𝑄𝑘′𝑙. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà èíäåêñîâ (𝑘′, 𝑙) ̸∈ 𝑃 : 𝑄𝑘′𝑙 ̸= ∅,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîìó âûáîðó ìíîæåñòâà 𝑃 . Ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑆 = 𝑄

è 𝑄 åñòü ñóáëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Ïðåäëîæåíèå 5.5 ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñóáëàãðàíæåâà ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íå áîëåå ÷åì èç 𝑚(2𝑚 − 1) óðàâíåíèé, ãäå

2𝑚 � ðàíã ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ. Îöåíèòü ÷èñëî òàêèõ óðàâíåíèé, èëè ïîëó-

÷èòü îöåíêó ñíèçó íà ðàçìåðíîñòü ñóáëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîçâîëÿåò

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Предложение 5.6. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – субтвисторная струк-

тура с рабочим расслоением ранга 2𝑚 на многообразии 𝑀 размерности > 5.

Если в 𝐷 существует инволютивное распределение 𝐸 : 𝑔Ω(𝛷𝐸,𝐸) = 0 ранга

𝑘 > 2, то в 𝑀 существует сублагранжево подмногообразие размерности не

меньше 𝑘 и не больше 𝑚.
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Доказательство. Èç îïðåäåëåíèÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè 𝑔Ω (ñì. ïðåäëîæå-

íèå 2.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝐸)

Ω(𝑋,𝑌 ) = 𝑔Ω(𝛷𝑋, 𝑌 ) = 0.

Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå 𝐸 èíâîëþòèâíî, ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ÷åðåç êàæ-

äóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑀 ïðîõîäèò èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐸|𝑄 è

Ω|𝑄 = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî â 𝑀 ñóùåñòâóåò ñóáëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå êàê

ìèíèìóì ðàçìåðíîñòè 𝑘. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî

ñóáëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 𝑚.

Следствие 5.7. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – субтвисторная структура

с рабочим расслоением ранга 2𝑚 на многообразии 𝑀 размерности > 5. Если

максимальное инволютивное распределение 𝐸 ⊂ 𝐷 : 𝑔Ω(𝛷𝐸,𝐸) = 0 имеет

ранг > 2, то максимальное интегральное подмногообразие для распределения

𝐸 есть сублагранжево подмногообразие в 𝑀 .

Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðîì èìåþòñÿ ñóáëàãðàí-

æåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî C𝑝𝑛. Íà C𝑝𝑛 ñóùåñòâóåò
êýëåðîâà ñòðóêòóðà (Ω0, 𝐽0, ℎ0), ãäå ℎ0 � ìåòðèêà Ôóáèíè-Øòóäè, 𝐽0 ñòàíäàðò-

íàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, èíäóöèðîâàííàÿ óìíîæåíèåì íà ìíèìóþ åäèíèöó,

è Ω � íåâûðîæäåííàÿ çàìêíóòàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà, èìåþùàÿ â îäíî-

ðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) âèä:

Ω0(𝑍,𝑍) = −Ω0(𝑍,𝑍) = 2𝑖
∑︁
𝑖<𝑗

𝜕2

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗
ln(|𝑍|2)𝑑𝑧𝑖𝑑𝑧𝑗 .

Ïóñòü 𝑃 � ðàññëîåíèå êîìïëåêñíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðåïåðîâ íà C𝑝𝑛 îòíî-

ñèòåëüíî ìåòðèêè ℎ0. Íà ðàññëîåíèè 𝐷 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýðìèòîâà

ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ (ñì. [9]). Ñëîè ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑃 èçîìîðôíû

ãðóïïå U(𝑛) è äîïóñêàþò ýðìèòîâó ìåòðèêó 𝑔0. Äèôôåðåíöèàë ïðîåêöèè 𝜋 :

𝑃 −→ C𝑝𝑛 ïîçâîëÿåò ïîäíÿòü êýëåðîâó ñòðóêòóðó (Ω0, 𝐽0, ℎ0) äî ñóáòâèñòîð-

íîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) íà 𝑃 ñ ðàäèêàëîì âåùåñòâåííîãî ðàíãà 𝑛2. Çäåñü

𝛽 = ℎ0 ∘ 𝑑𝜋 + 𝑔0, 𝛷|𝐷 = 𝑑𝜋−1 ∘ 𝐽0 ∘ 𝑑𝜋, Ω = Ω0 ∘ 𝑑𝜋, 𝐷 � ýðìèòîâà ñâÿçíîñòü

áåç êðó÷åíèÿ íà 𝑃 . Ðàññìîòðèì â C𝑝𝑛 ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 = {(𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈
C ∖ {0} : Im𝑧𝑘 = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛}. Ïîñêîëüêó Ω0|𝑄 = 0, 𝑄 åñòü ëàãðàíæåâî

ïîäìíîãîîáðàçèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòèâ C𝑝𝑛. Ïîëó÷àåì, ÷òî

ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ðåïåðîâ íà C𝑝𝑛 åñòü ñóáëàãðàí-
æåâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑃 ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè. Çàìåòèì,

÷òî âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ 𝑃 ðàâíà 𝑛(𝑛+ 2). Ïðè íå÷åòíîì

𝑛 ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑃 íå äîïóñêàåò êëàññè÷åñêèõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé,

íî äîïóñêàåò ñóáëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Øèðîêèé êëàññ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð è ñóáëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðà-

çèé ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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§ 6. Случай однородных пространств

Ïóñòü𝑀 = 𝐺/𝐻 � îäíîðîäíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòè > 3, ãäå

𝐺 � ãðóïïà èçîìåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 , òðàíçèòèâíî è ýôôåêòèâíî äåéñòâóþ-

ùàÿ íà𝑀 , 𝐻 � ïîäãðóïïà èçîòðîïèè íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà 𝑜. Áèëè-

íåéíàÿ ôîðìà Ω íà 𝑀 íàçûâàåòñÿ 𝐺-èíâàðèàíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé èçîìåòðèè

𝑔 ∈ 𝐺 (𝑑𝑔)*Ω = Ω ∘ 𝑑𝑔 = Ω, çäåñü 𝑑𝑔 îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ

𝑔. Àëãåáðó Ëè g ãðóïïû Ëè 𝐺 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ïîäàëãåá-

ðû èçîòðîïèè h è íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà p êàñàòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑒𝐺, ãäå 𝑒 � åäèíèöà ãðóïïû 𝐺. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àôôèíîð 𝛷

àññîöèèðîâàííûé ñ âíåøíåé 2-ôîðìîé Ω ÿâëÿåòñÿ 𝐺-èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ

ëþáîé èçîìåòðèè 𝑔 ∈ 𝐺 𝛷∘𝑑𝑔 = 𝑑𝑔∘𝛷. Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà îäíîðîäíîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ 𝐺-èíâàðèàíòíîé, åñëè âñå, îáðàçóþùèå ýòó ñòðóêòó-

ðó, ýëåìåíòû 𝐺-èíâàðèàíòíû. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ 1-ôîðìà èëè 2-ôîðìà

íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ðåãóëÿðíà, è åå ðàáî÷åå ðàññëîåíèå èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèé 𝑑𝑔 äëÿ âñåõ 𝑔 ∈ 𝐺. Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ áè-

ëèíåéíàÿ ôîðìà Ω íà ãðóïïå Ëè 𝐺 íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîâûðîæäåííîé, åñëè

radΩ ⊇ h. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ 𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíàÿ è 𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ áè-

ëèíåéíàÿ ôîðìà Ω′ íà ãðóïïå Ëè 𝐺 ïîðîæäàåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ áèëèíåéíóþ

ôîðìó Ω íà 𝑀 = 𝐺/𝐻 (ñì. [10]), à ëþáóþ 𝐺-èíâàðèàíòíóþ áèëèíåéíóþ ôîð-

ìó íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑀 ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîäíÿòü äî

èçîòðîïíîâûðîæäåííîé 𝐺-èíâàðèàíòíîé è 𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíîé áèëèíåéíîé

ôîðìû íà ãðóïïå 𝐺, ïîëó÷àåì:

Предложение 6.1. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное пространство размер-

ности > 3. Тогда:

1) Если подгруппа изотропии 𝐻 связна, то множество всех

𝐺-инвариантных субтвисторных структур на 𝑀 находится во взаим-

нооднозначном соответствии со множеством всех изотропновырож-

денных 𝐺-левоинвариантных и 𝐻- правоинвариантных субтвисторных

структур на группе 𝐺;

2) Если подгруппа изотропии 𝐻 дискретна, то множество всех

𝐺-инвариантных субтвисторных структур на 𝑀 находится во взаим-

нооднозначном соответствии со множеством всех изотропновырож-

денных левоинвариантных субтвисторных структур на группе 𝐺.

Àíàëîãè÷íûé ôàêò èìååò ìåñòî äëÿ 𝐺-èíâàðèàíòíûõ àôôèíîðíûõ ìåòðè÷å-

ñêèõ ñòðóêòóð (ñì. [5]). Êëàññèôèêàöèÿ ñòðîãèõ èíâàðèàíòíûõ àôôèíîðíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà òðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëó÷åíà â

[2], à êëàññèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ÷å-

òûðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëó÷åíà â [5].

Ïóñòü 𝑀 = 𝐺/𝐻 � êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, è 𝜒(𝑀) � ýéëåðîâà

õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 . Â [5] äîêàçàíî, ÷òî åñëè íà 𝑀 ñóùåñòâóåò

𝐺-èíâàðèàíòíàÿ àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, òî 𝜒(𝑀) = 0. Îòñþäà

ïîëó÷àåì:

Предложение 6.2. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – компактное однородное простран-

ство размерности 2𝑛 > 4, и 𝜒(𝑀) > 0. Тогда на 𝑀 не существует

𝐺-инвариантных субтвисторных структур с точной фундаментальной 2-формой.
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Èç ïóíêòà 3 òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ðàäèêàë ëåâîèíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé

âíåøíåé 2-ôîðìû íà ãðóïïå Ëè 𝐺 åñòü ïîäàëãåáðà Ëè â àëãåáðå Ëè g. Ïîä-

ãðóïïà ïîðîæäåííàÿ ýòîé ïîäàëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ðàäèêàëà.

Â [3] äîêàçàíî, ÷òî ïîäãðóïïà ðàäèêàëà ëåâîèíâàðèàíòíîé 2-ôîðìû Ω ñâÿçíà

è ñîâïàäàåò ñ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè åäèíèöû ïîäãðóïïû èçîòðîïèè êîïðèñî-

åäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 íà 2-ôîðìó Ω. Âàæíûì ïðèëîæåíèåì ñóáòâè-

ñòîðíûõ ñòðóêòóð è àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå

îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èíâàðèàíòíîé êýëåðîâîé ñòðóêòóðîé.

Теорема 6.3. Пусть 𝐺 – группа Ли размерности > 3, (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0

– 𝐺-левоинвариантная и 𝑅-правоинвариантная субтвисторная структура на

группе 𝐺, где 𝑅 – подгруппа радикала фундаментальной 2-формы Ω, и 𝑁 –

тензор кручения этой субтвисторной структуры. Тогда:

1) На однородном пространстве 𝐺/𝑅 существует 𝐺-инвариантная почти

кэлерова структура;

2) Если 𝑁 = 0, то на однородном пространстве 𝐺/𝑅 существует

𝐺-инвариантная кэлерова структура, и в 𝐺 существует подгрупа 𝑄 с

левоинвариантной кэлеровой структурой такая, что группа 𝐺 локаль-

но изоморфна полупрямому произведению 𝑅o𝑄.

Доказательство. Ïóíêò 1 ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1. Îáîçíà÷èì

÷åðåç 𝑋𝑅 ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà ïîäàëãåáðó radΩ. Èç îïðåäåëåíèÿ

òåíçîðà êðó÷åíèÿ 𝑁 (ñì. îïðåäåëåíèå 3.2) è óñëîâèÿ 𝑁 = 0 äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈
𝐶1(𝐷) ïîëó÷àåì:

𝑁𝑅(𝑋,𝑌 ) = [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ]𝑅 = 0.

Ïîñêîëüêó àôôèíîð 𝛷 åñòü ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 ïî-

ëó÷àåì, ÷òî 𝐷 åñòü ïîäàëãåáðà â àëãåáðå Ëè g. Ðàññìîòðèì â 𝐺 ïîäãðóïïó

𝑄 = exp(𝐷). Ïî òåîðåìå 4.3 îãðàíè÷åíèå ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽)

íà ïîäãðóïïó 𝑄 åñòü 𝑄-ëåâîèíâàðèàíòíàÿ è 𝑅-ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ êýëåðîâà

ñòðóêòóðà íà 𝑄. Ïî ïðåäëîæåíèþ 6.1 ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) íà

ãðóïïå 𝐺 ïîðîæäàåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ òâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó (Ω′, 𝐷′, 𝛷′, 𝛽′) ñ

òåíçîðîì êðó÷åíèÿ 𝑁 ′ íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå 𝐺/𝑅. Ïóñòü 𝜋 � åñòåñòâåí-

íàÿ ïðîåêöèÿ 𝐺 íà 𝐺/𝑅, òîãäà 𝑁 ′ = 𝑁 ∘ 𝑑𝜋|𝐷 = 0. Ïî òåîðåìå 4.3 ïîëó÷àåì,

÷òî (Ω′, 𝛷′, 𝛽′) åñòü 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ êýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝐺/𝑅.

Ïîñêîëüêó âñå êîìïîíåíòû ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽)

𝑅-áèèíâàðèàíòíû, ìåòðèêà 𝑔 = Ω𝛷 + 𝛽, ãäå Ω𝛷 � ðèìàíîâî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå íà 𝐷 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7, åñòü 𝑅-áèèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà

íà ãðóïïå Ëè 𝐺. Ïîñêîëüêó ïîäàëãåáðà 𝐷 åñòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê

ïîäàëãåáðå radΩ = r îòíîñèòåëüíî 𝑅-áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè 𝑔, ïîäàëãåáðà 𝐷

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû 𝑅 (ñì. [3]).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà Ëè g åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäàëãåáð

r o 𝐷. Ýòî âëå÷åò ëîêàëüíûé èçîìîðôèçì ãðóïï 𝐺 è 𝑅 o 𝑄. Òàêèì îáðàçîì

äîêàçàí ïóíêò 2.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑏1(𝐺) ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè ãðóïïû Ëè 𝐺. Íà ãðóïïå

Ëè ëþáàÿ íåçàìêíóòàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà ïîðîæäàåò ýëåìåíò ãðóïïû

êîãîìîëîãèé 𝐻1(𝐺, z).
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Предложение 6.4. Пусть 𝐺 – связная компактная группа Ли размерно-

сти > 3, и 𝑏1(𝐺) > 0. Тогда любая левоинвариантная 1-форма с нетриви-

альным радикалом на группе 𝐺 порождает однородное пространство 𝑀𝛼 с

𝐺-инвариантной кэлеровой структурой.

Доказательство. Ïóñòü 𝛼 � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà íà ãðóïïå 𝐺 ñ

íåòðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅 ïîäãðóïïó ðàäèêàëà 1-ôîðìû

𝛼, à ÷åðåç 𝜌 îáîçíà÷èì áèèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ãðóïïå 𝐺. Òà-

êàÿ ìåòðèêà âñåãäà ñóùåñòâóåò íà ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè (ñì. [10]).

Ïîñêîëüêó ãðóïïà 𝐺 ñâÿçíà, ïîäãðóïïà ðàäèêàëà 𝑅 åñòü ïîäãðóïïà èçîòðî-

ïèè êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 íà 1-ôîðìó 𝛼 (ñì. [3]). Ïîëó÷àåì,

÷òî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî 𝐺/𝑅 åñòü îðáèòà 1-ôîðìû 𝛼 îòíîñèòåëüíî êî-

ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺. Â [10, ãëàâà 8] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà 𝑌 ∈ g åãî îðáèòà îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺

äîïóñêàåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ êýëåðîâó ñòðóêòóðó. Ïîñêîëüêó ìåòðèêà 𝜌 óñòàíàâ-

ëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó g è g*, ïîëó÷àåì, ÷òî íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå

𝐺/𝑅 ñóùåñòâóåò 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ êýëåðîâà ñòðóêòóðà.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû 𝐺 ðàçìåðíîñòè 𝑛 𝑏1(𝐺) = 𝑛, ïîëó÷àåì:

Следствие 6.5. Любая 𝐺-левоинвариантная и 𝑅-правоинвариантная аф-

финорная метрическая структура с нетривиальной подгруппой радикала 𝑅

на полупростой связной группе Ли 𝐺 порождает 𝐺-инвариантную кэлерову

структуру на однородном пространстве 𝐺/𝑅.

Ïóñòü (𝛼′, 𝐷′, 𝛷′𝛽′) � 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑀 = 𝐺/𝐻, à (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé

ñòðóêòóðå ëåâîèíâàðèàíòíàÿ àôôèíîðíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå

Ëè 𝐺. Ïóñòü 𝜌 = 𝑑𝛼𝛷 + 𝛽 � 𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíàÿ è 𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ ðè-

ìàíîâà ìåòðèêà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 íà ãðóïïå 𝐺. Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîë-

íåíèå p ê ïîäàëãåáðå èçîòðîïèè h îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝜌 ñîäåðæèò ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå 𝐷 è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ïîäãðóï-

ïû èçîòðîïèè 𝐻 (ñì. [5]). Ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑀 ′ â 𝑀 îäíîðîäíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â 𝐺 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà 𝑄, äåéñòâóþùàÿ íà 𝑀 ′. Åñëè 𝑀 ′ êàñà-

åòñÿ 𝐷′ âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ, òî ïîäàëãåáðà q ⊆ 𝐷. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå 𝐺-èíâàðèàíòíîé àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

âñåãäà èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.11 ïîëó÷àåì, ÷òî òåíçîð

ðàñõîæäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé Ëè L𝜉 𝛼. Èç òåîðåìû 2.10 è ñëåäñòâèÿ

5.3 ïîëó÷àåì:

Теорема 6.6. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное пространство размерности

> 5 с начальной точкой 𝑜, (𝛼,𝐷,𝛷, 𝛽) – 𝐺-инвариантная аффинорная метри-

ческая структура с характеристическим векторным полем 𝜉 на 𝑀 , и 𝐷𝐺 –

рабочее расслоение соответствующей 𝐺-левоинвариантной 𝐻-правоинвариантной

аффинорной метрической структуры на группе Ли 𝐺. Тогда:

1) 𝑀 есть естественно-редуктивное однородное пространство;

2) Множество всех сублежандровых однородных подмногообразий в 𝑀 на-

ходится во взаимнооднозначном соответствии со множеством всех

подалгебр Ли в 𝐷𝐺;
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3) Если L𝜉 𝛼 = 0, то через точку 𝑜 в𝑀 проходит однородное сублагранже-

во подмногообразие для соответствующей субтвисторной структуры

с фундаментальной 2-формой 𝑑𝛼 тогда и только тогда, когда в 𝐷𝐺

существует максимальная подалгебра размерности > 2;

4) Если L𝜉 𝛼 ̸= 0, то через точку 𝑜 в 𝑀 проходит однородное сублагран-

жево подмногообразие для соответствующей субтвисторной струк-

туры с фундаментальной 2-формой 𝑑𝛼 тогда и только тогда, когда в

𝐷𝐺 ∩ ker𝛼 существует максимальная подалгебра размерности > 2.

Äëÿ èíâàðèàíòíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé ôóí-

äàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îäíîðîäíûõ

ñóáëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé:

Предложение 6.7. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное пространство размер-

ности > 5 с начальной точкой 𝑜, (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – 𝐺-левоинвариантная

𝐻-правоинвариантная изотропновырожденная субтвисторная структура на

группе Ли 𝐺, и ann(Ω) – аннулятор фундаментальной 2-формы Ω. Если

в 𝐷 ∩ ann(𝜔) существует максимальная подалгебра q размерности 𝑘 > 2,

то через точку 𝑜 в 𝑀 проходит однородное сублагранжево подмногообразие

𝑄/𝐻 размерности 𝑘 для соответствующей 𝐺-инвариантной субтвисторной

структуры на 𝑀 , где 𝑄 = exp(q).

Замечание 6.8. Ïîñêîëüêó äëÿ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑀 ñ íóëåâîé

ãðóïïîé êîãîìîëîãèé 𝐻2(𝑀, R) ëþáàÿ çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé,

äëÿ ëþáîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé

Ω íà𝑀 çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ îäíîðîäíûõ ñóáëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìîæ-

íî ñâåñòè ê ïóíêòàì 3 è 4 òåîðåìû 6.6 äëÿ àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ñ 1-ôîðìîé 𝛼 : 𝑑𝛼 = Ω.

Ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ èíâàðèàíòíûìè àôôèíîðíûìè ìåò-

ðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè è èíâàðèàíòíûìè ñóáòâèñòîðíûìè ñòðóêòóðàìè ìîæ-

íî íàéòè â [5]. Òàêæå â [5] ïîëó÷åíû ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé, íà

êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûõ àôôèíîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð, à

ñëåäîâàòåëüíî è èíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ òî÷íîé ôóíäàìåí-

òàëüíîé 2-ôîðìîé.
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