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Аннотация

вводится понятие субтвисторной структуры, как обобщение твисторных и кэле-

ровых структур, для многообразий произвольной размерности и вырожденной регу-

лярной 2-формы. приведены примеры таких структур. Рассмотрен частный случай

субтвисторных структур - субкэлеровы структуры. Получено условие, когда субтви-

сторная структура порождает субкэлерову структуру. Также получена параметриза-

ция левоинвариантных субтвисторных структур на группах Ли.

1 Субтвисторные структуры

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, è Ω � áèëèíåéíàÿ ôîðìà êëàññà 𝐶1 íà 𝑀 . радикалом
ôîðìû Ω â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

radΩ𝑥 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 : 𝐼𝑣Ω𝑥 = 0},

ãäå 𝐼𝑣Ω îáîçíà÷àåò âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà 𝑣 íà 2-ôîðìó Ω. 2-ôîðìà Ω íàçûâà-
åòñÿ регулярной, åñëè ðàçìåðíîñòü ðàäèêàëà îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ𝑀 . Â
ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ radΩ𝑥 åñòü âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
íà 𝑀 , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ расслоением радикалов è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç radΩ. Î÷åâèäíî,
÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà Ω íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà radΩ = {0}. Рабочим
расслоением íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 ñ ðåãóëÿðíîé âíåøíåé 2-ôîðìîé Ω íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîå
ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà 𝑀 : 𝐷 ⊕ radΩ = 𝑇𝑀 . Ïîñêîëüêó ëþáàÿ
ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íåâûðîæäåíà òîëüêî íà ðàñïðåäåëåíèè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè,
ïîëó÷àåì:

Предложение 1. Пусть 𝑀 – гладкое многообразие размерности 𝑛 ≥ 3, и Ω – регулярная
внешняя 2-форма на 𝑀 с радикалом ранга 𝑟 ≥ 1. Тогда ограничение 2-формы Ω на рабочее
расслоение 𝐷 невырождено, и рабочее расслоение 𝐷 имеет четный ранг 𝑛− 𝑟 при любом
𝑛, а четность числа 𝑟 всегда совпадает с четностью числа 𝑛.

Определение 1. Пусть Ω – регулярная внешняя 2-форма на гладком многообразии 𝑀 с
рабочим расслоением 𝐷. Аффинором, ассоциированным с 2-формой Ω называется непре-
рывное поле эндоморфизмов 𝛷 касательных подпространств на 𝑀 , удовлетворяющее сле-
дующим свойствам:

1) ker𝛷 = radΩ, 𝛷𝐷 = 𝐷;

2) 𝛷2|𝐷 = − 𝑖𝑑, где 𝑖𝑑 – поле тождественных операторов;

3) Ω ∘ 𝛷 = Ω;

4) Для любого ненулевого векторного поля 𝑋 на 𝑀 Ω(𝑋,𝛷𝑋) > 0.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà Ω(𝑋,𝛷𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) åñòü ñèì-
ìåòðè÷íàÿ âûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 è åå îãðàíè÷åíèå íà ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ñëîÿõ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ. Ýòó ñèììåòðè÷íóþ 2-ôîðìó ìîæ-
íî äîïîëíèòü äî ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà 𝑀 ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî îáúåêòà. метрикой
радикала íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà 𝛽 íà 𝑀 : rad𝛽 = 𝐷 è îãðàíè÷å-
íèå ôîðìû 𝛽 íà radΩ åñòü íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
2-ôîðìà. Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

𝑔(𝑋, 𝑌 ) = Ω(𝑋,𝛷𝑌 ) + 𝛽(𝑋, 𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀)

åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 .

Определение 2. Пусть 𝑀 – гладкое многообразие размерности ≥ 3. субтвисторной
структурой на 𝑀 называется четверка (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽), где Ω – регулярная внешняя 2-форма
на 𝑀 , 𝐷 – рабочее расслоение для Ω, 𝛷 – аффинор, ассоциированный с 2-формой Ω и 𝛽
– метрика радикала radΩ. Внешняя 2-форма Ω называется фундаментальной 2-формой
субтвисторной структуры.

Замечание 1. Поскольку метрика радикала 𝛽 обладает свойством 𝐷 = rad𝛽, задание
метрики радикала полностью определяет рабочее расслоение. Поэтому, субтвисторную
структуру можно рассматривать как тройку (Ω, 𝛷, 𝛽).

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ êýëåðîâà è êîíòàêòíàÿ ìåòðè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðû. Åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ𝑀 ÷åòíà, ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà Ω
íåâûðîæäåíà è çàìêíóòà, àôôèíîð 𝛷 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà𝑀 , àññîöèèðîâàííàÿ
ñ 2-ôîðìîé Ω, à ìåòðèêà ðàäèêàëà íóëåâàÿ, ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ êýëåðîâó ñòðóêòó-
ðó. Åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 íå÷åòíà, Ω = 𝑑𝛼, rank(rad𝑑𝛼) = 1, à 𝛽 = 𝛼⊗ 𝛼, ìû
ïîëó÷àåì êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóê-
òóð ñ ðàäèêàëîì ðàíãà áîëüøå 1.

Пример 1. Пусть 𝑀 – кэлерово многообразие комплексной размерности 𝑛 ≥ 2 с кэле-
ровой структурой (Ω0, 𝐽, ℎ), 𝑃 → 𝑀 – главное расслоение над 𝑀 с проекцией 𝜋 и слоями
размерности 𝑟, и 𝑄 – некоторая связность на главном расслоении 𝑃 . Отображение 𝑑𝜋
задает изоморфизм распределений 𝑄 и 𝑇𝑀 . Определим на многообразии 𝑃 внешнюю 2-
форму Ω = Ω0 ∘ 𝑑𝜋. Очевидно, что Ω есть замкнутая вырожденная 2-форма на 𝑃 с
радикалом ранга 𝑟. В качестве рабочего расслоения мы берем связность 𝑄. Аффинор 𝛷,
ассоциированный с 2-формой Ω, на слоях рабочего расслоения 𝑄 однозначно определяется
комплексной структурой 𝐽 на 𝑀 , а на слоях расслоения 𝑃 он тождественно равен нулю.
Поскольку слои главного расслоения - это группы Ли, а на группе Ли всегда существу-
ет левоинвариантная риманова метрика 𝑔0, метрику радикала можно определить как
симметричную билинейную форму 𝛽 : rad𝛽 = 𝑄, а ограничение 𝛽 на вертикальные слои
совпадает с 𝑔0. Мы получили на многообразии 𝑃 субтвисторную структуру (Ω, 𝑄, 𝛷, 𝛽)
с замкнутой фундаментальной 2-формой и радикалом ранга 𝑟.

Ýòîò ïðèìåð ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Предложение 2. Пусть 𝑃 → 𝑀 – главное расслоение со слоями размерности 𝑟 над кэле-
ровым многообразием 𝑀 . Тогда на многообразии 𝑃 существует субтвисторная струк-
тура с радикалом ранга 𝑟 и замкнутой фундаментальной 2-формой.

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå 𝑀 äîïóñêàåò ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ çà-
ìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé è ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟, òî 𝑀 åñòü ñëîåíèå ñî ñëîÿìè
ðàçìåðíîñòè 𝑟. Òàêæå â [1] ìîæíî íàéòè òîïîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíî-
ãîîáðàçèè ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû.
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Пример 2. Пусть 𝑀 – параллелизуемое гладкое многообразие размерности 𝑛 ≥ 3, и Ω
– регулярная внешняя 2-форма на 𝑀 с радикалом ранга 𝑟. На 𝑀 существует набор из 𝑛
векторных полей 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 линейнонезависимых в каждой точке. Этот базис порожда-
ет на 𝑀 стандартную евклидову метрику 𝑔. Выберем рабочее расслоение 𝐷 для 2-формы
Ω как ортогональное относительно метрики 𝑔 дополнение к radΩ. Получаем, что суще-
ствует число 𝑘 ≥ 1 : 𝑛 − 𝑟 = 2𝑘, и 𝑒1, . . . , 𝑒2𝑘 есть базис распределения 𝐷. Поскольку
2-форма Ω невырождена на 𝐷, в базисе 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 она имеет вид:

Ω =
∑︁

𝑖<𝑗≤2𝑘

𝑎𝑖𝑗𝑒
*
𝑖 ∧ 𝑒*𝑗 ,

где 𝑎𝑖𝑗 – гладкие функции на 𝑀 отличные от нуля в каждой точке. Рассмотрим поле
эндоморфизмов 𝛷 касательных пространств, заданное условиями:

𝑔(𝛷𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗,
𝑔(𝛷𝑒𝑖, 𝛷𝑒𝑗) = 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 𝑖 ≤ 2𝑘, 𝑗 ≤ 2𝑘,

где 𝛿𝑖𝑗 = sign𝜀𝑎𝑖𝑗 при 𝑖, 𝑗 ≤ 2𝑘, 𝜀 – перестановка чисел 𝑖, 𝑗, 𝛿𝑖𝑗 = 0 при 𝑖 > 2𝑘 или
𝑗 > 2𝑘. Можно проверить, что поле эндоморфизмов 𝛷 удовлетворяет всем условиям в
определение 1. Метрику радикала можно задать как симметричную билинейную форму
𝛽 : rad𝛽 = 𝐷, 𝛽|radΩ = 𝑔|radΩ. Мы получаем субтвисторную структуру (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) с
радикалом ранга 𝑟.

Ïîñêîëüêó íà ïàðàëëåëåçóåìîì ìíîãîîáðàçèè ëþáàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà îïðåäåëÿåò
ãëîáàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, ïîëó÷àåì:

Предложение 3. Пусть 𝑀 – параллелезуемое гладкое многообразие размерности ≥ 3.
Любая пара (Ω, 𝑔), где Ω – регулярная ненулевая внешняя 2-форма на 𝑀 с радикалом
ранга 𝑟, 𝑔 – риманова метрика на 𝑀 полностью определяет субтвисторную структуру
с радикалом ранга 𝑟 на 𝑀 .

Ïîñêîëüêó íà ïàðàëëåëåçóåìîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíóþ
âíåøíþþ 2-ôîðìó ñ ðàäèêàëîì ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðàíãà, ïîëó÷àåì:

Следствие 1. На гладком параллелезуемом многообразии размерности 𝑛 ≥ 3 для любого
натурального числа 𝑘 ≤ 𝑛

2
всегда существует субтвисторная структура с радикалом

ранга 𝑛− 2𝑘.

Ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ ðàäè-
êàëîì ëþáîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ ñôåðà. Ýòîò ôàêò äîêàçàí â [1].

2 субкэлеровы структуры

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè ≥ 3. субкэлеровой структу-
рой íà 𝑀 íàçûâàåòñÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) âìåñòå ñ ãëàäêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, 𝑑Ω|𝑄 = 0 è îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà 𝛷 íà 𝑄 åñòü êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà íà 𝑄. Â ñëó÷àå, êîãäà radΩ = {0} ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà åñòü êëàññè÷åñêàÿ
êýëåðîâà ñòðóêòóðà, è 𝑄 = 𝑀 .

Пример 3. Рассмотрим многообразие𝑀×R, где𝑀 – гладкое вещественное многообразие
размерности 𝑛 ≥ 3, R – вещественная прямая. Пусть 𝑍 – базисное векторное поле на
R, 𝑓 – гладкая функция на 𝑀 такая, что 𝑑𝑓 ̸= 0 в каждой точке из 𝑀 , и 𝑔 – риманова
метрика прямого произведения на 𝑀 × R. Обозначим через 𝜉 векторное поле на 𝑀 :

Секция “Анализ, геометрия и топология”
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𝑑𝑓(𝜉) = 1, а через 𝛼 1-форму 𝑍* = 𝐼𝑍𝑔. Пусть 𝑃 – подкрученное произведение 𝑀 на R
со скобкой Ли векторных полей, заданной следующим образом: [𝑋, 𝑌 ] = [𝑋, 𝑌 ]𝑀 , 𝑋, 𝑌 ∈
𝐶1(𝑇𝑀), [𝑋,𝑍] = −[𝑍,𝑋] = 𝑑𝑓(𝑋)𝑍 для любого 𝑋 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀). Имеем: 𝑑𝛼(𝑋, 𝑌 ) = 0

при 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀), 𝑑𝛼(𝑋,𝑍) = −𝛼([𝑋,𝑍])
2

= −𝑑𝑓(𝑋)
2

. Отсюда: 𝑑𝛼(𝜉, 𝑍) ̸= 0, 𝑑𝛼(𝑋,𝑍) = 0
при 𝑋 ∈ ker(𝑑𝑓). Получаем, что ранг 2-формы 𝑑𝛼 равен 𝑛 − 1, а векторные поля 𝜉, 𝑍
порождают инволютивное распределение 𝐷 касательных подпространств ранга 2. По
теореме Фробениуса в 𝑃 существует гладкое подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄.

Зададим на 𝑃 аффинор 𝛷 следующим образом:

𝛷𝑋 = 0, 𝑋 ∈ ker(𝑑𝑓),
𝛷𝜉 = 𝑍, 𝛷𝑍 = −𝜉.

Поскольку на вещественном многообразии размерности 2 любая почти комплексная
структура интегрируема, ограничение аффинора 𝛷 на 𝑄 есть комплексная структура
на 𝑄, ассоциированная с внешней 2-формой 𝑑𝛼|𝑄. Ограничение метрики 𝑔 на rad(𝑑𝛼) =
ker(𝑑𝑓) порождает метрику радикала 𝛽 : rad𝛽 = 𝐷. Мы получаем субкэлерову структуру
(𝑄, 𝑑𝛼,𝐷, 𝛷, 𝛽) на многообразии 𝑃 .

×òîáû âûÿñíèòü, êîãäà ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-
ôîðìîé èíäóöèðóåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå êðó÷åíèÿ.

Определение 3. Кручением субтвисторной структуры (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) называется непре-
рывное кососимметричное тензорное поле 𝑁 :

𝑁(𝑋, 𝑌 ) = [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ] − 𝛷[𝛷𝑋, 𝑌 ] − 𝛷[𝑋,𝛷𝑌 ] + 𝛷2[𝑋, 𝑌 ], 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀).

Теорема 1. Любая субтвисторная структура с замкнутой фундаментальной 2-формой
и нулевым кручением на гладком многообразии 𝑀 размерности ≥ 3 порождает на 𝑀
субкэлерову структуру.

Доказательство. Ïóñòü (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèå
𝑀 , è 𝑁 � êðó÷åíèå ýòîé ñòðóêòóðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑋𝐷 ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋
íà ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷, à ÷åðåç 𝑋𝑅 ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà radΩ. Ïîñêîëüêó
𝛷𝑇𝑀 = 𝐷 è 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ radΩ, ïðè 𝑁 = 0 äëÿ ëþáûõ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) èìååì:

[𝛷𝑋,𝛷𝑌 ]𝑅 = 𝑁(𝑋, 𝑌 )𝑅 = 0,

ò. å. [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ] ∈ 𝐷 äëÿ ëþáûõ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐷. Ïîñêîëüêó àôôèíîð 𝛷 åñòü ëèíåéíûé àâòî-
ìîðôèçì ñëîåâ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 èíâîëþòèâíî. Ïî
òåîðåìå Ôðîáåíèóñà â 𝑀 ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Èç ñâîéñòâ àô-
ôèíîðà 𝛷 (ñì. îïðåäåëåíèå 1) ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå êðó÷åíèÿ 𝑁 íà 𝑄 åñòü òåíçîð
Íåéåíõåéñà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû 𝛷 íà 𝑄. Èç óñëîâèÿ 𝑁 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî 𝛷
åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄, à (Ω, 𝛷, ℎ), ℎ(𝑋, 𝑌 ) = Ω(𝑋,𝛷𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶(𝑇𝑄) åñòü
êýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝑄.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

Следствие 2. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) – субтвисторная структура на гладком многообразии
𝑀 размерности ≥, и 𝑁 – кручение этой структуры.

1) Если рабочее расслоение 𝐷 неинволютивно, то субтвисторная структура
(Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) не индуцирует на 𝑀 субкэлерову структуру;

2) Если 𝑁 = 0, то рабочее расслоение 𝐷 есть инволютивное распределение на 𝑀 , и 𝛷
есть комплексная структура на любом подмногообразии 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄.
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3) Если 𝑑Ω = 0, 𝑁 = 0, то рабочее расслоение 𝐷 есть идеал в алгебре векторных полей
на 𝑀 ;

4) Если 𝑑Ω = 0, 𝑁 = 0, то 𝑀 есть слоение с кэлеровыми слоями, и кэлерова струк-
тура на каждом слое 𝑄 есть (Ω, 𝛷, ℎ)|𝑄, ℎ(𝑋, 𝑌 ) = Ω(𝑋,𝛷𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀 .

Замечание 2. Пусть 𝑁 – кручение субтвисторной структуры с замкнутой фунда-
ментальной 2-формой Ω. Поскольку расслоение радикалов субтвисторной структуры с
замкнутой фундаментальной 2-формой всегда инволютивно, из определения 3 и свойств
аффинора следует, что 𝑁 |radΩ = 0 даже когда рабочее расслоение неинволютивно.

3 Левоинвариантные субтвисторные структуры на

группах Ли

Ïóñòü 𝐺 � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè ≥ 3. ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) íà ãðóïïå
𝐺 íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè Ω è 𝛽 åñòü ëåâîèíâàðèàíòíûå áèëèíåéíûå ôîðìû
íà 𝐺, 𝐷 åñòü ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝐺, à àôôèíîð 𝛷 êîììóòèðóåò ñ äèôôå-
ðåíöèàëîì ëåâîãî ñäâèãà íà ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû 𝐺. Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáòâèñòîð-
íîé ñòðóêòóðû ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé Ω radΩ âñåãäà åñòü ïîäàëãåáðà â
àëãåáðå Ëè g è ïîðîæäàåò ñâÿçíóþ ïîäãðóïïó 𝑅. ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ подгруппой
радикала. Ïîäãðóïïà ðàäèêàëà ñîâïàäàåò ñ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè åäèíèöû ïîäãðóïïû
èçîòðîïèè îòíîñèòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 íà 2-ôîðìó Ω. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî 2-ôîðìà Ω ÿâëÿåòñÿ 𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíîé è 𝑅-ïðàâîèíâàðèàíòíîé. Ñ ó÷åòîì
òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì:

Предложение 4. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) – левоинвариантная субтвисторная структура с
кручением 𝑁 на группе Ли 𝐺 размерности ≥ 3, и пусть 𝑅 – подгруппа радикала для этой
субтвисторной структуры.

1) Если 𝑑Ω = 0, эта субтвисторная структура индуцирует на однородном простран-
стве 𝐺/𝑅 𝐺-инвариантную почти кэлерову структуру;

2) Если 𝑑Ω = 0, 𝑁 = 0, эта субтвисторная структура индуцирует на однородном
пространстве 𝐺/𝑅 𝐺-инвариантную кэлерову структуру.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è ñâîéñòâà 3) ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì:

Предложение 5. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – левоинвариантная субтвисторная
структура с нулевым кручением на группе Ли 𝐺 размерности ≥ 3. Тогда в 𝐺 суще-
ствуют связные подгруппы 𝐻 = exp(𝐷), 𝑅 = exp(radΩ) такие, что группа 𝐺 локально
изометрична полупрямому произведению 𝑅 o 𝐻. При этом (Ω, 𝛷,Ω𝛷), где Ω𝛷(𝑋, 𝑌 ) =
Ω(𝑋,𝛷𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀), есть левоинвариантная кэлерова структура на 𝐻, а 𝛽 есть
левоинвариантная риманова структура на 𝑅.

Ïóñòü 𝐺 � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè 𝑛 ≥ 3, Ω � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ
2-ôîðìà íà 𝐺 ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 ≥ 1, è 2𝑘 = 𝑛 − 𝑟. Â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå àëãåáðû
Ëè g 2-ôîðìó Ω ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé

Ω =

(︂
𝐴2𝑘 0
0 0𝑟

)︂
,

ãäå 𝐴2𝑘 � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2𝑘, 0𝑟 � íóëåâàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà 𝑟. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðèâåäåíèÿ âíåøíåé 2-ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, äëÿ
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ëþáîé ëåâîèíâàðèàíòíîé âíåøíåé 2-ôîðìû Ω ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü
áàçèñ 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, â êîòîðîì Ω èìååò âèä:

Ω = 𝑒*1 ∧ 𝑒*2 + . . . + 𝑒2𝑘−1 ∧ 𝑒*2𝑘.

Ïðè ýòîì âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑒1, . . . , 𝑒2𝑘 ïîðîæäàþò ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ 2-ôîðìû Ω, à
âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑒2𝑘+1, . . . , 𝑒𝑛 ïîðîæäàþò radΩ. Ýòîò áàçèñ íàçûâàåòñÿ каноническим ба-
зисом. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ëþáîé àôôèíîð, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω, èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä

𝛷 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽1 . . . 0
... . . .

...
. . . 𝐽𝑘 0
0 . . . 0𝑟

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

ãäå 𝐽𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 � áëîê âèäà
𝑎𝑙 𝑏𝑙
𝑐𝑙 −𝑎𝑙

, 𝑎2𝑙 + 𝑏𝑙𝑐𝑙 = −1. Èç óñëîâèÿ 𝑏𝑙𝑐𝑙 = −𝑎2𝑙 − 1 ñëåäóåò,

÷òî ÷èñëà 𝑏𝑙 è 𝑐𝑙 èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïîëîæèì 𝑧𝑙 = 𝑎𝑙 + 𝑏𝑙𝑖, 𝑏𝑙 < 0, 𝑖 =
√
−1. Ïîëó÷àåì,

÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àôôèíîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ 2-ôîðìîé Ω ïàðàìåòðèçóåòñÿ òî÷êàìè
ïîäïðîñòðàíñòâà

C𝑘
− = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑘) ∈ C𝑘 : 𝐼𝑚 𝑧𝑙 < 0, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘}.

Ëþáàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà ðàäèêàëà 2-ôîðìû Ω â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 𝑟. Ðàçìåðíîñòü
ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ ìàòðèö ðàâíà 𝑟2+𝑟

2
. Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ êîñîñèììåòðè-

÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2𝑘 = 𝑛 − 𝑟 ðàâíà 2𝑘2 − 𝑘. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (𝑛) ìíîæåñòâî âñåõ
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 𝑛, à ÷åðåç B(𝑟) ìíîæåñòâî âñåõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 𝑟. Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì ïàðà-
ìåòðèçàöèþ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïå Ëè:

Теорема 2. Множество всех левоинвариантных субтвисторных структур с радикалом
ранга 𝑟 на группе Ли размерности 𝑛 ≥ 3 гомеоморфно A(2𝑘) × C𝑘

− × B(𝑟), 2𝑘 = 𝑛 − 𝑟, и

имеет вещественную размерность 2𝑘2 + 𝑘 + 𝑟2+𝑟
2
.

Ïóñòü (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè 𝐺, è 𝑁 �
êðó÷åíèå ýòîé ñòðóêòóðû. Â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå àëãåáðû Ëè g óñëîâèÿ 𝑑Ω = 0, 𝑁 = 0
åñòü óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû âíåøíåé 2-ôîðìû Ω è àôôèíîðà 𝛷. Ýòè óðàâíåíèÿ çà-
äàþò ïîâåðõíîñòü 𝑆 â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð. Èç
òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà, ëåæàùàÿ
íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 èíäóöèðóåò íà ãðóïïå 𝐺 ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó. Îä-
íàêî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëåâîèíâàðèàíòíûå ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû, íå ëåæàùèå íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè.

Комплексной собственной подалгеброй äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòó-
ðû (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðà q ⊆ 𝐷 : 𝛷q = q, è äëÿ ëþáûõ 𝑋, 𝑌 ∈ q [𝛷𝑋, 𝑌 ] =
𝛷[𝑋, 𝑌 ]. Êîìïëåêñíàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà q ïîðîæäàåò â ãðóïïå 𝐺 ñâÿçíóþ ïîäãðóïïó
𝑄 = exp(q). Îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà 𝛷 íà ïîäãðóïïó 𝑄 åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòó-
ðà íà 𝑄. Ïóñòü 𝑁 � òåíçîð Íåéåíõåéñà ýòîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ëþáûõ
𝑋, 𝑌 ∈ q èìååì:

𝑁(𝑋, 𝑌 ) = [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ] − 𝛷[𝛷𝑋, 𝑌 ] − 𝛷[𝑋,𝛷𝑌 ] − [𝑋, 𝑌 ] =
= [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ] + [𝑋, 𝑌 ] − [𝛷𝑋,𝛷𝑌 ] − [𝑋, 𝑌 ] = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî 𝛷 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄, àññîöèèðîâàííàÿ ñ âíåøíåé 2-ôîðìîé
Ω. Åñëè 𝑑Ω = 0, ìû ïîëó÷àåì ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó (𝑄,Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽).
Òåïåðü ïîëó÷àåì:
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Предложение 6. Пусть (Ω, 𝐷, 𝛷, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – левоинвариантная субтвисторная
структура на группе Ли 𝐺 размерности ≥ 3. Если рабочее расслоение 𝐷 содержит нену-
левую комплексную собственную подалгебру, то эта субтвисторная структура индуци-
рует левоинвариантную субкэлерову структуру на 𝐺.

Ïðåäëîæåíèå 6 ñïðàâåäëèâî äàæå äëÿ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ íåíóëåâûì êðó÷åíèåì
è íåèíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì.

Замечание 3. Поскольку любая группа Ли является параллелезуемым многообразием, и
выбор левоинвариантного базиса алгебры Ли группы Ли 𝐺 порождает левоинвариантную
евклидову метрику на 𝐺, из примера 2 следует, что выбор на группе 𝐺 левоинвариант-
ного базиса алгебры Ли g и левоинвариантной внешней 2-формы Ω с радикалом ранга 𝑟
полностью определяет на 𝐺 левоинвариантную субтвисторную структуру с радикалом
ранга 𝑟.
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