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Комплексное проективное пространство C𝑃 3 диффеоморфно 𝑆7/𝑆1.
каждая комплексная прямая в C4 порождается точкой сферы 𝑆7 вло-
женной в C4. Группа SU(4) транзитивно действует на 𝑆7. Подгруппа
изотропии точки (1, 0, 0, 0) состоит из матриц:(︂

𝑒𝑖𝜑 0
0 𝐴

)︂
, 𝐴 ∈ SU(3).

Отображение такой матрицы в матрицу 𝑒𝑖𝜑𝐴 задает изоморфизм под-
группы изотропии на группуU(3). Получаем C𝑃 3 диффеоморфно SU(4)/U(3).
Обобщая это, получаем:

Предложение 1. 𝑛-мерное комплексное проективное пространство C𝑃 𝑛

есть однородное пространство SU(𝑛+ 1)/U(𝑛).

Комплексное пространство C4 можно отождествить с кватернионным
пространством H2, считая 𝑞1 = 𝑧1 + 𝑧2𝑗, 𝑞2 = 𝑧3 + 𝑧4𝑗, 𝑗 =

√
−1. Введем

на H2 ∖ {0} две функции:

𝑓(𝑞1, 𝑞2) = 2
𝑞1𝑞2

|𝑞1|2 + |𝑞2|2
,

ℎ(𝑞1, 𝑞2) =
|𝑞1|2 − |𝑞2|2

|𝑞1|2 + |𝑞2|2
.

Функции 𝑓 и ℎ удовлетворяют свойству |𝑓(𝑞1, 𝑞2)|2 + |ℎ(𝑞1, 𝑞2)|2 = 1.
Также эти функции инвариантны относительно умножения (𝑞1, 𝑞2) на
ненулевой кватернион. Введем проекцию 𝜋 : H2 ∖ {0} → 𝑆4: 𝜋(𝑞1, 𝑞2) =
(𝑓(𝑞1, 𝑞2), ℎ(𝑞1, 𝑞2)) ∈ R5. Пусть группа C* действует на H2 гомотетиями.
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Тогда C𝑃 3 есть (H2 ∖ {0})/C*. Так как проекция 𝜋 C*-инвариантна, 𝜋
есть проекция C𝑃 3 → 𝑆4. Каждый ненулевой кватернион 𝑞 порождает
комплексную прямую в C2. Если 𝑞 ̸= 0, то 𝜋(𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2) = 𝜋(𝑞1, 𝑞2). Отсюда
слой расслоения над C𝑃 3 → 𝑆4 есть (H ∖ {0})/C* ∼= C𝑃 1 ∼= 𝑆2.

Пусть 𝑧 = (𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝐶𝑃 3, 𝑥 = 𝜋(𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝑆4, ℎ – метрика Фубини-
Штуди на C𝑃 3, и 𝐽0 – комплексная структура на C𝑃 3 индуцированная
умножением на мнимую единицу. Обозначим через 𝐷𝑧 ортогональное до-
полнение к 𝑇𝑧C𝑃 1 относительно метрики ℎ. Тогда 𝑇𝑧C𝑃 3 = 𝐷𝑧 ⊕ 𝑇𝑧C𝑃 1.
Поскольку комплексная структура 𝐽0 ортогональна и инвариантно дей-
ствует на 𝑇𝑧C𝑃 1 ∼= C, ограничение 𝐽0 на 𝐷𝑧 есть комплексная структура
в пространстве 𝐷𝑧. Обозначим ограничение 𝐽0 на 𝐷𝑧 через 𝐼𝑧. Эта ком-
плексная структура определяет комплексную структуру 𝐽𝑧 = 𝑑Π∘𝐼𝑧𝑑𝜋−1

в касательном пространстве 𝑇𝑥𝑆
4. Заметим, что комплексная структура

𝐽𝑧 сохраняет ориентацию в 𝑇𝑥𝑆
4, поскольку 𝐼𝑧 сохраняет ориентацию в

𝐷𝑧. Таким образом, каждой точке 𝑧 = (𝑞1, 𝑞2) ∈ C𝑃 3 можно непрерывным
образом сопоставить точку 𝑥 = 𝜋(𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝑆4 и сохраняющую ориента-
цию комплексную структуру 𝐽𝑧 в касательном пространстве 𝑇𝑥𝑆

4. Мы
получили, что C𝑃 3 есть твисторное расслоение над 𝑆4.

Предложение 2. Твисторное расслоение C𝑃 3 → 𝑆4 не является три-
виальным.

Доказательство. Поскольку C𝑃 3 допускает кэлерову структуру, на C𝑃 3

существует симплектическая структура. Если 𝑆4 × 𝑆2 дифффеоморфно
C𝑃 3, на 𝑆4×𝑆2 существует симплектическая структура. группа когомо-
логий 𝐻2(𝑆4×𝑆2,Z) одномерна и порождается формой объема Ω2 на 𝑆2.
Поскольку любая точная 2-форма на компактном многообразии без края
всегда вырождена, симплектическая структура принадлежит классу ко-
гомологий 2-формы Ω2. Но 2-форма Ω2 вырождается на касательном
пространстве к 𝑆4. Следовательно 𝑆4 × 𝑆2 не допускает симплектиче-
ских структур.

Замечание 3. Все группы гомологий и когомологий 𝑆4 × 𝑆2 и C𝑃 3 изо-
морфны, но сами эти многообразия не диффеоморфны.

Предложение 4. Расслоение C𝑃 3 → 𝑆4 не допускает глобального се-
чения.

Доказательство. Поскольку C𝑃 3 ∼= 𝑆7/𝑆1, 𝑆7 есть расслоение Хопфа
над C𝑃 3. Пусть 𝜉 – векторное поле на 𝑆7, касательное к орбите действия
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𝑆1 на 𝑆7, ℎ – риманова метрика на 𝑆7, индуцированная вложением 𝑆7 в
C4, и 𝛼 = ℎ(𝜉, .) – 𝑆1-инвариантная 1-форма на 𝑆7. Поскольку 𝑑𝛼 есть
𝑆1-инвариантная 2-форма на 𝑆7 и ker𝛼 есть ортогональное дополнение
к векторному полю 𝜉, на C𝑃 3 не существует 1-формы, которая подни-
мается до 1-формы 𝛼. Таким образом 𝑑𝛼 индуцирует на C𝑃 3 замкнутую
неточную 2-форму Ω.

Если на 𝑆4 существует глобальное сечение 𝑠 расслоения C𝑃 3, то 𝑠
индуцирует естественный гомоморфизм 𝑠* : 𝐻2(C𝑃 3,R) → 𝐻2(𝑆4,R).
Поскольку 𝑠*(Ω) есть замкнутая 2-форма на 𝑆4, и 𝐻2(𝑆4,R) = 0, 𝑠*(Ω)
есть точная 2-форма на 𝑆4, т.е. существует 1-форма 𝜂 : 𝑑𝜂 = 𝑠*(Ω).
Проекция 𝜋 : C𝑃 3 → 𝑆4 индуцирует естественный гомоморфизм 𝜋* :
𝐻2(𝑆4,R) → (C𝑃 3,R), а также 𝑠* ∘ 𝜋* = id. Имеем:

𝑑𝜋*(𝜂) = 𝜋*(𝑑𝜂) = 𝜋*(𝑠*(Ω)) = Ω,

т.е. Ω есть точная 2-форма.

Поскольку любая почти комплексная структура на 𝑆4 ортогональна
относительно некоторой метрики, а значит является сечением расслое-
ния C𝑃 3, получаем:

Следствие 5. Сфера 𝑆4 не допускает почти комплексных структур.

Рассмотрим вложение C𝑃 2 в C𝑃 3, считая, что в паре (𝑞1, 𝑞2) 𝑞2 = 𝑧2 ∈
C. Имеем: (𝑞𝑞1, 𝑞𝑧2) ∈ C𝑃 2 только когда 𝑞𝑧2 ∈ C. Это возможно толь-
ко когда 𝑞 есть ненулевое комплексное число. Заметим, что Π(𝑞1𝑖, 𝑧2) =
𝜋(𝑞1, 𝑖𝑧2), а точки (−𝑞1𝑖, 𝑧2), (𝑞1, 𝑖𝑧2) не лежат на одной комплексной пря-
мой, так как −𝑞1𝑖 ̸= 𝑖𝑞1. Получаем, что слой при ограничении проекции
𝜋 на C𝑃 2 есть 𝑍2. Всякое расслоение со слоем 𝑍2 есть двулистное накры-
тие. Получаем, что C𝑃 2 двулистно накрывает 𝑆4. Заметим, что любое
подмногообразие в C𝑃 3 вещественной размерности 4 является расслое-
нием с дискретным слоем, поскольку размерность слоя не может быть в
этом случае больше нуля.

Пусть 𝑌 – расслоение над 𝑆4 с проекцией 𝜋. Будем называть подмно-
гообразие 𝑋 ⊂ 𝑌 обертывающим, если 𝜋(𝑋) = 𝑆4, и для любых двух
точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆4 множества 𝜋−1(𝑥) ∩𝑋 и 𝜋−1(𝑦) ∩𝑋 гомеоморфны.

Теорема 6. Пусть 𝑌 – гладкое многообразие, являющиеся расслоением
над 𝑆4 со слоем 𝐹 , и 𝑋 – гладкое подмногообразие в 𝑌 . Тогда:
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1) Если dim(𝑋) < 4, то 𝑋 не может быть расслоением над 𝑆4;

2) Если 𝑋 – обертывающее подмногообразие, и dim(𝑋) = 4, то либо
𝑋 диффеоморфно 𝑆4, либо 𝑋 есть накрытие 𝑆4;

3) Если 𝑋 – обертывающее подмногообразие, и dim(𝑋) > 4, то 𝑋
есть расслоение над 𝑆4 со слоем 𝑋 ∩ 𝐹 .

Следствие 7. Если 𝑋 – комплексное трехмерное обертывающее под-
многообразие в C𝑃 3, то 𝑋 есть расслоение над 𝑆4 со слоем 𝐿, где 𝐿 –
комплексное подмногообразие в C𝑃 1.

Как было показано выше, C𝑃 2 есть пример обертывающего подмно-
гообразия в C𝑃 3.

Введем в C𝑃 3 подмножества

𝑊𝑘 = {(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) ∈ C𝑃 3 : 𝑧𝑘 = 1, 𝑧𝑙 = 0 при𝑙 < 𝑘}.

имеем:

𝑊1 = {(1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) ∈ C𝑃 3}, 𝑊2 = {(0, 1, 𝑧3, 𝑧4) ∈ C𝑃 3},
𝑊3 = {(0, 0, 1, 𝑧4) ∈ C𝑃 3}, 𝑊4 = (0, 0, 0, 1),

𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3 ∩𝑊4 = ∅,
C𝑃 3 = 𝑊1 ∪𝑊2 ∪𝑊3 ∪𝑊4.

В кватернионном виде множество𝑊2∪𝑊4 состоит из точек (𝑗, 𝑞2)∪(0, 𝑗).
Любые две точки из этого множества не лежат на одной прямой. От-
сюда проекция 𝜋 есть диффеоморфизм 𝑊2 ∪ 𝑊4 → 𝑆4. Заметим, что
𝑊3 ⊂ C𝑃 1, а любая комплексная функция 𝑓(𝑧) на C определяет ком-
плексное подмногообразие (1, 𝑓(𝑧)) ⊂ C𝑃 1. Определим действие этого
подмногообразия как умножение на кватернион 𝑄(𝑧) = 1 + 𝑓(𝑧)𝑗. Тогда
множество {(𝑞(𝑧)𝑞1, 𝑞(𝑧)𝑞2) : (𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝑊2 ∪ 𝑊4} есть расслоение над 𝑆4

со слоем 𝑓(𝐷), где 𝐷 – область определения функции 𝑓 . Таким образом
получаем:

Предложение 8. Пусть 𝑓 – непрерывная функция в области 𝐷 ⊆ C.
Тогда над 𝑆4 существует расслоение со слоем 𝑓(𝐷) и пространством
расслоения

𝑃 = {(𝑞(𝑧)𝑞1, 𝑞(𝑧)𝑞2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝑊2 ∪𝑊4, 𝑧 ∈ 𝐷}.
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Заметим, что любое комплексное подмногообразие, лежащее в 𝑊3

имеет вид: (0, 0, 1𝑓(𝑧)), где 𝑓 – непрерывная функция в области ком-
плексной плоскости C. Отсюда получаем:

Следствие 9. Каждое комплексное подмногообразие 𝑓(𝑧) ⊂ 𝑊3 инду-
цирует расслоение над 𝑆4 со слоем 𝑓(𝐷), где 𝐷 – область определения
функции 𝑓 .

Замечание 10. Поскольку разные комплексные подмногообразия в 𝑊3

могут определять одно и то же расслоение, или определять изоморф-
ные расслоения, более корректно рассматривать классы эквивалентных
комплексных подмногообразий, где два подмногообразия считаются эк-
вивалентными, если они определяют изоморфные расслоения над 𝑆4.

Пример 1. Пусть𝐷 = C*. Тогда на𝐷 определена функция 𝑓(𝑧) = 𝑧
|𝑧| .

𝑓(C*) = 𝑆1. Эта функция определяет на 𝑆4 расслоение со слоем 𝑆1.
Пример 2. Пусть 𝐷 есть комплексная плоскость с разрезом по лучу

[0,+∞). Тогда на 𝐷 определена функция 𝑓(𝑧) =
√
𝑧. 𝑓(𝐷) есть верхняя

полуплоскость Im 𝑧 > 0. Эта функция определяет над 𝑆4 расслоение со
слоем }(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 0}.

Пример 3. Пусть 𝐷 = C, и на C задана функция 𝑓(𝑧) = Re 𝑧𝑒𝑖Re 𝑧.
Эта функция определяет над 𝑆4 расслоение с одномерным слоем в виде
спирали.

Задача получения на 𝑆4 расслоения с двумерным слоем 𝐷 сводится
к поиску в области 𝐷 биголоморфной функции 𝑓 . Если такая функция
существует, то 𝑓−1(𝐷) есть прообраз области 𝐷, а функция 𝑓−1 задает
расслоение со слоем 𝐷. Таким образом получаем:

Предложение 11. Пусть 𝐷 –двумерная область в C. Если в области
𝐷 существует биголоморфная функция, то над 𝑆4 существует рассло-
ение со слоем 𝐷.

Поскольку любые два двумерных диска можно отобразить один в
другой посредством дробно-линейной комплексной функции, а любая
дробно-линейная функция биголоморфна в области своего определения,
получаем:

Следствие 12. Над 𝑆4 существует расслоение со слоем 𝐷2, где 𝐷2 –
открытый или замкнутый двумерный диск.
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Пусть 𝑉 – векторное пространство произвольной размерности не мень-
ше 3, и Ω – кососимметричная 2-форма на 𝑉 . Радикалом 2-формы Ω
называется максимальное векторное подпространство

𝑟𝑎𝑑Ω = {𝑋 ∈ 𝑉 : Ω(𝑋, .) = 0}.

Поскольку любая кососимметричная 2-форма на векторном простран-
стве нечетной размерности вырождена, коразмерность подпространства
𝑟𝑎𝑑Ω всегда четна. Отсюда, 2-форма Ω всегда невырождена на любом
подпространстве 𝐷 дополнительным к 𝑟𝑎𝑑Ω.

Субтвисторной структурой на векторном пространстве 𝑉 произволь-
ной размерности называется четверка (Ω, 𝐷,Φ, 𝑔), где Ω – ненулевая ко-
сосимметричная 2-форма на 𝑉 , 𝑔 – риманова метрика на 𝑉 , 𝐷 – орто-
гональное дополнение к 𝑟𝑎𝑑Ω относительно метрики 𝑔, а Φ– линейный
оператор в 𝑉 , удовлетворяющий свойствам:

Ω(𝑋, 𝑌 ) = 𝑔(Φ𝑋, 𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑉,
𝑔(𝑋, 𝑌 ) = 𝐺(Φ𝑋,Φ𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐷.

Оператор Φ называется аффинором субтвисторной структуры. Сразу
из определения субтвисторной структуры можно получить следующие
свойства аффинора:

1) kerΦ = 𝑟𝑎𝑑Ω;

2) Φ2|𝐷 = − id;

3) Ω ∘ Φ = Ω;

4) Ω(𝑋,Φ𝑋) ≥ 0, 𝑋 ∈ 𝑉 .

Заметим, что ограничение субтвисторной структуры на подпростран-
ство 𝐷 есть классическая твисторная структура на 𝐷. В случае когда
dim(𝑉 ) = 4, имеем, что либо dim(𝑟𝑎𝑑Ω) = 0, либо 𝑑𝑖𝑚(𝑟𝑎𝑑Ω) = 2. По-
скольку риманова метрика 𝑔 на 𝑆4 определяет риманову метрику 𝑔𝑥в ка-
сательном пространстве 𝑇𝑥𝑆

4, можно рассматривать над 𝑆4 расслоение
со слоем, состоящим из пар (Ω𝑥,Φ𝑥), где Ω𝑥 – кососимметричная 2-форма
на 𝑇𝑥𝑆

4, а Φ𝑥 – аффинор субтвисторной структуры (Ω𝑥, 𝐷𝑥,Φ𝑥, 𝑔𝑥), 𝐷𝑥

определяется как ортогональное дополнение к 𝑟𝑎𝑑Ω𝑥, dim(𝑟𝑎𝑑Ω𝑥) = 𝑟 ≥
0. Такое расслоение называется субтвисторным расслоением с радика-
лом ранга 𝑟. Так как в R2 существует единственная, с точностью до
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умножения на −1 ортогональная комплексная структура и единствен-
ная кососимметричная 2-форма, для которой эта комплексная структу-
ра задает аффинор, слой субтвисторного расслоения с радикалом ранга
2 в точке 𝑥 ∈ 𝑆4 есть ±(Ω𝑥,Φ𝑥). Сопоставим точке (𝑞, 𝑧) ∈ C𝑃 2 пару
𝜖(Ω𝑥,Φ𝑥(, 𝑥 = 𝜋(𝑞, 𝑧), 𝜖 = sign(𝑅𝑒(𝑞𝑧)). При таком сопоставлении точке
(𝑞, 𝑖𝑧) соответствует пара 𝜖(Ω𝑥,Φ𝑥), а точке (−𝑞𝑖, 𝑧) соответствует пара
−𝜖(Ω𝑥,Φ𝑥), 𝜖 = sign(Re(𝑞𝑖𝑧)). Мы получаем, что C𝑃 2 есть субтвисторное
расслоение с радикалом ранга 2 над 𝑆4.

Поскольку для субтвисторного расслоение не требуется сохранение
аффинором ориентации, субтвисторное расслоение с радикалом ранга
0 над 𝑆4 есть C𝑃 3 × 𝑍2 с проекцией 𝜋 = 𝜋1 ∘ 𝜋2, где 𝜋1 – проекция
C𝑃 3 → 𝑆4, 𝜋2 – проекция C𝑃 2 × 𝑍2 → C𝑃 2. Таким образом мы описали
все субтвисторные расслоения над 𝑆4.
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