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Субтвисторные структуры и субтвисторное расслоение

В работе вводится понятие субтвисторной структуры и субтвисторно-
го расслоения. Рассмотрены частные случаи субтвисторных структур -
субкэлеровы структуры. Описано субтвисторное расслоение для четы-
рехмерной сферы. Приведены примеры многообразий, допускающих и не
допускающих субтвисторную структуру. Приведены условия существова-
ния на вещественном многообразии произвольной размерности субкэлеро-
вой структуры, что влечет существование кэлеровых подмногообразий.

Ключевые слова: субтвисторная структура, субкэлерова структура,
субтвисторное расслоение, радикал внешней формы.

§ 1. Введение

Â òåîðèè êýëåðîâûõ è êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé õîðîøî èçâåñòíû ïîíÿ-

òèå òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ è òâèñòîðíîé ñòðóêòóðû. Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ

îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ - ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå. Â [5]

ââåäåíî ïîíÿòèå ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû êàê îáîáùåíèå òâèñòîðíîé ñòðóêòó-

ðû íà ñëó÷àé âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé 2-ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè ïðî-

èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà ìíîãî-

îáðàçèè 𝑀 ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè íåîáõîäèìî çàäàòü â êàæäîé òî÷êå èç

𝑀 êîñîñèììåòðè÷íóþ 2-ôîðìó Ω, ìíîæåñòâî âñåõ àôôèíîðîâ, àññîöèèðîâàí-

íûõ ñ Ω â ýòîé òî÷êå, è ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå radΩ𝑥, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëîì (â äðóãîé òåð-

ìèíîëîãèè ÿäðîì) 2-ôîðìû Ω â òî÷êå 𝑥. Ïðè ýòîì, 2-ôîðìà Ω ìîæåò áûòü

âûðîæäåííîé, òî åñòü èìåòü íåíóëåâîé ðàäèêàë. Â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêî-

ãî òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ

ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, êàê ÷åòíîé, òàê è íå ÷åòíîé. Â äàííîé ðà-

áîòå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå äîïóñêàþò èëè íå äîïóñêàþò

ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó, à òàêæå äàíî îïèñàíèå ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ âûðîæäåííûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì îáóñëîâëåí

çàäà÷àìè ïîëó÷åíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ è êýëåðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â ìíî-

ãîîáðàçèÿõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, â [1] èçó÷àþòñÿ îäíîðîä-

íûå ïðîñòðàíñòâà ñ èíâàðèàíòíîé âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé çàìêíóòîé

2-ôîðìîé, à â [4, 5] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðûõ ìîæíî ïîëó÷àòü êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Êðîìå òîãî, ñóáòâèñòîð-

íûå ñòðóêòóðû âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ðèìàíîâîé

ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ñòðóí, àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè ïðî-

ñòðàíñòâ Êàëàáè-ßó.

c○ Е.С. Корнев, 2019
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×òîáû îïðåäåëèòü íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó, íåîáõî-

äèìî çàäàòü íà 𝑀 ðåãóëÿðíóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ 2-ôîðìó Ω ñ íåíóëåâûì

ðàäèêàëîì radΩ, äîïîëíèòåëüíîå ê radΩ ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ 𝐷, íà êîòîðîì 2-ôîðìà Ω íå âûðîæäåíà, àôôèíîð Φ, êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, àññîöèèðîâàííîé ñ

Ω, è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ðàñïðåäåëåíèè radΩ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìåò-

ðèêîé ðàäèêàëà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ãëîáàëüíóþ ðèìàíîâó

ìåòðèêó íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 . Ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû ñ çàìêíóòîé 2-ôîðìîé

Ω ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû (ñì. [5]), à ñóáòâè-

ñòîðíûå ñòðóêòóðû ñ òî÷íîé 2-ôîðìîé Ω ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àôôèíîðíûå

ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû (ñì. [2, 3], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì êîíòàêòíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð äëÿ ìíîãîîáðàçèé ëþáîé ðàçìåðíîñòè è àëãåáðîèäîâ

Ëè. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, êàê ñ ïîìîùüþ ñóáòâèñòîðíûõ è ñóáêýëåðî-

âûõ ñòðóêòóð ìîæíî ïîëó÷àòü â â ìíîãîîáðàçèè ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé

ðàçìåðíîñòè êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå ïîëó÷àòü ñóáòâèñòîðíîå ðàñ-

ñëîåíèå äëÿ ìíîãîîáðàçèé, íà êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè

êýëåðîâîé ñòðóêòóðû.

Â ðàçäåëå 2 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è ñâîéñòâà äëÿ ñóáòâèñòîðíûõ

ñòðóêòóð ââåäåííûõ â [5]. Â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóáòâè-

ñòîðíûõ ñòðóêòóð - ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû, à òàêæå äàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 4

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ è ïîêàçàíî, êàê îíî ñâÿçàíî ñ âî-

ïðîñîì ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû. Â ðàçäåëå

5 îïèñûâàåòñÿ ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû. Â ðàçäåëå

6 èçó÷àþòñÿ èíâàðèàíòíûå ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû è ïðèâåäåíû îäíîðîäíûå

ïðèìåðû ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû

è ïîíÿòèÿ, ðàíåå îïèñàííûå â [4] è [5].

§ 2. Субтвисторные структуры

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛 > 3, Ω � áè-

ëèíåéíàÿ ôîðìà íà 𝑀 è 𝑋 � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà 𝑀 . Áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç I𝑋 Ω âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 è áèëèíåéíîé ôîðìû

Ω, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìà I𝑋 Ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ 𝑌 íà 𝑀 I𝑋 Ω(𝑌 ) = Ω(𝑋,𝑌 ).

Определение 2.1. Ðàäèêàëîì áèëèíåéíîé ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 â

òî÷êå 𝑥 íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî radΩ𝑥 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 : I𝑣 Ω𝑥 =

0}.
Ôîðìà Ω íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ðàäèêàëîâ radΩ èìååò

ïîñòîÿííûé ðàíã íà 𝑀 .

×åðåç radΩ áóäåì îáîçíà÷àòü ðàñïðåäåëåíèå ðàäèêàëîâ áèëèíåéíîé ôîðìû

Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Èíîãäà ðàäèêàë áèëèíåéíîé ôîðìû Ω íàçûâàþò ÿäðîì

Ω. Î÷åâèäíî, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà Ω íå âûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà radΩ = {0}.
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Теорема 2.2. Пусть 𝑀 – гладкое многообразие размерности 𝑛 > 3, Ω –

кососимметричная регулярная 2-форма на 𝑀 , и 𝑟 – ранг распределения radΩ.

Тогда:

1) Если 𝑛 четно, то 𝑟 также четно, и 0 6 𝑟 6 𝑛− 2;

2) Если 𝑛 нечетно, то 𝑟 также нечетно, и 1 6 𝑟 6 𝑛− 2;

3) Если 𝑑Ω = 0, то radΩ есть голономное распределение на 𝑀 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 1 è 2 ìîæíî íàéòè â [2], à äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà

3 ìîæíî íàéòè â [5]. Ïóñòü 𝐷 � ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 äîïîëíèòåëüíûõ ê radΩ òàêèõ, ÷òî îãðàíè÷åíèå 2-ôîðìû

Ω íà ëþáîé ñëîé ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå âûðîæäåíî. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå

íàçûâàåòñÿ ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì äëÿ 2-ôîðìû Ω. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

ðàáî÷åå ðàññëîåíèå𝐷 èìååò ÷åòíûé ðàíã äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ââåñòè âàæíîå ïîíÿòèå àôôèíîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ

ðåãóëÿðíîé êîñîñèììåòðè÷íîé 2-ôîðìîé.

Определение 2.3. Ïóñòü Ω � ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà

ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , è 𝐷 ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ 2-ôîðìû Ω. Àôôèíîðîì, àññî-

öèèðîâàííûì ñ 2-ôîðìîé Ω, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ïîëå Φ ýíäîìîðôèçìîâ

êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà 𝑀 , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) kerΦ = radΩ;

2) Φ2|𝐷 = − id, ãäå id � ïîëå òîæäåñòâåííûõ îïåðàòîðîâ íà 𝑀 ;

3) Ω ∘ Φ = Ω;

4) äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) Ω(𝑋,Φ𝑋) > 0;

Ñðàçó èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà àôôèíîðà:

Предложение 2.4. Пусть Φ – аффинор, ассоциированный с регулярной ко-

сосимметричной 2-формой Ω на многообразии 𝑀 , и 𝐷 – рабочее расслоение для

Ω.

1) Ограничение аффинора Φ на рабочее расслоение 𝐷 есть комплексная

структура в слоях распределения 𝐷, сохраняющая 2-форму Ω;

2) Для любой непрерывной функции 𝜆 на 𝑀 такой, что 𝜆(𝑥) > 0 для всех

𝑥 ∈ 𝑀 Φ есть аффинор, ассоциированный с 2-формой 𝜆Ω;

3) Для любой непрерывной функции 𝜇 на 𝑀 такой, что 𝜇(𝑥) < 0 для всех

𝑥 ∈ 𝑀 −Φ есть аффинор, ассоциированный с 2-формой 𝜇Ω.

Ïóñòü Ω � ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñ ðà-

áî÷èì ðàññëîåíèåì𝐷, è Φ � àôôèíîð, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç ΩΦ ñèììåòðè÷íóþ 2-ôîðìó íà 𝑀 òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀)

ΩΦ(𝑋,𝑌 ) = Ω(𝑋,Φ𝑌 ).

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî radΩΦ = radΩ, è îãðàíè÷åíèå ôîðìû ΩΦ íà ðà-

áî÷åå ðàññëîåíèå𝐷 åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ𝐷. Ìåòðè-

êîé ðàäèêàëà áèëèíåéíîé ðåãóëÿðíîé ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà 𝛽 íà 𝑀 òàêàÿ, ÷òî rad𝛽 = 𝐷, ãäå 𝐷 � ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå äëÿ Ω, è îãðàíè÷åíèå ôîðìû 𝛽 íà radΩ åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ radΩ. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íà 𝑀 ðèìàíîâó
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ìåòðèêó 𝑔 = ΩΦ + 𝛽. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîé ìåòðèêè íàì ïîòðåáîâàëñÿ íàáîð

îáúåêòîâ (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽), ãäå Ω � ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 , 𝐷

� ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ Ω, Φ � àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω àôôèíîð, è 𝛽

� ìåòðèêà ðàäèêàëà 2-ôîðìû Ω. Òàêîé íàáîð îáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ ñóáòâèñòîð-

íîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè radΩ = {0} 𝐷 = 𝑇𝑀 ,

𝛽 = 0, è (Ω,Φ) åñòü òâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 . Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå

ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû, ñâîéñòâà è ïðèìåðû ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ìîæíî

íàéòè â [5].

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóê-

òóðû íàì ïîòðåáóþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ, ñâÿçàííûå ñ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèìè êëàññàìè. Ïóñòü 𝐸 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì

𝑀 , 𝑒(𝐸) � êëàññ Ýéëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸, è 𝑤1(𝐸) � ïåðâûé êëàññ

Øòèôôåëÿ-Óèòíè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸. åñëè íà𝑀 ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå

âñþäó îòëè÷íîå îò 0 ñå÷åíèå, òî 𝑒(𝐸) = 0. Åñëè â ñëîÿõ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

𝐸 çàäàíà îðèåíòàöèÿ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑀 , è ìíîãîîáðàçèå

𝑀 îðèåíòèðóåìî, òî 𝑤1(𝐸) = 0 (ñì. [6]).

Ïóñòü (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , è Λ2(𝑀)

� ðàññëîåíèå êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì íà 𝑀 . Ïîñêîëüêó Ω � åñòü ðåãóëÿðíàÿ

2-ôîðìà íà 𝑀 , Ω𝑥 ̸= 0 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑀 , è Ω åñòü ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ

Λ2(𝑀). Ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

𝐷𝑥 çàäàåò îðèåíòàöèþ â 𝐷𝑥, è Φ åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â ñëîÿõ ðàáî÷åãî

ðàññëîåíèÿ 𝐷, ïîëó÷àåì:

Предложение 2.5. Если на ориентируемом многообразии 𝑀 существует

субтвисторная структура с рабочим расслоением 𝐷, то 𝑒(Λ2(𝑀)) = 0, 𝑤1(𝐷) =

0.

Åñëè 𝑀 � êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, è 𝜒(𝑀) � åãî

ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, òî 𝜒(𝑀) =
∫︀
𝑀

𝑒(𝑀), ãäå 𝑒(𝑀) � êëàññ Ýéëåðà êîêî-

ñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 (ñì. [6]). Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Следствие 2.6. Если пространство расслоения Λ2(𝑀) над многообразием

𝑀 есть компактное ориентируемое многообразие без края, и 𝜒(Λ2(𝑀)) ̸= 0,

то на 𝑀 не существует субтвисторных структур.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì, êàê ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû ñâÿçàíû ñ çàäà÷åé

ïîëó÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè êýëåðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

§ 3. Субкэлеровы структуры

Ïóñòü𝑀 � âåùåñòâåííîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 3, è (Ω, 𝐷Φ, 𝛽)

� ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 . Áóäåì íàçûâàòü 2-ôîðìó Ω ôóíäàìåíòàëü-

íîé 2-ôîðìîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû. Â îáùåì ñëó÷àå ðàáî÷åå ðàññëîåíèå𝐷

íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà𝑀 . Åñëè 𝑑Ω = 0, è𝐷 åñòü ãîëîíîì-

íîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 , òî â 𝑀 ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝐷|𝑄 = 𝑇𝑄,

è îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà 𝑄 åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄. Ïî-

ëàãàÿ ΩΦ(𝑋,𝑌 ) = Ω(𝑋,Φ𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀), ïîëó÷àåì, ÷òî (Ω,Φ,ΩΦ) åñòü
ïî÷òè êýëåðîâà ñòðóêòóðà íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄.
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Определение 3.1. Ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàçìåð-

íîñòè > 3 íàçûâàåòñÿ íàáîð îáúåêòîâ (𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽), ãäå Ω � çàìêíóòàÿ ðåãó-

ëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà𝑀 , 𝐷 � ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ 2-ôîðìû

Ω, Φ � àññîöèèðîâàííûé ñ Ω àôôèíîð, 𝛽 � ìåòðèêà ðàäèêàëà 2-ôîðìû Ω, è 𝑄

ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 òàêîå, ÷òî 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, à îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà 𝑄

åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄.

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 ïðîèçâîëü-

íîé ðàçìåðíîñòè ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå â 𝑀 êýëåðî-

âûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóáòâèñòîðíàÿ

ñòðóêòóðà ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé èíäóöèðóåò íà 𝑀 ñóáêýëå-

ðîâó ñòðóêòóðó.

Определение 3.2. Òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽)

íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå òåíçîðíîå ïîëå𝑁 òèïà (2, 1), îïðå-

äåëåííîå íà ïàðå âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑁(𝑋,𝑌 ) = [Φ𝑋,Φ𝑌 ]− Φ[Φ𝑋,𝑌 ]− Φ[𝑋,Φ𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ],

ãäå [𝑋,𝑌 ] � ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋 è 𝑌 .

Ïóñòü 𝑁 � òåíçîð êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà ìíîãî-

îáðàçèè 𝑀 , è 𝑑Ω = 0. Â [5] äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå 𝑁 = 0 âëå÷åò, ÷òî ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü ãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 , è äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëü-

íîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà 𝑄 åñòü êîì-

ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:

Предложение 3.3. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности

𝑛 > 3, и (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура на 𝑀 с радикалом ранга

𝑟 > 1, замкнутой фундаментальной 2-формой Ω и нулевым тензором круче-

ния. Тогда рабочее расслоение 𝐷 есть голономное распределение на 𝑀 , любое

интегральное подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 есть кэлерово подмногообразие

комплексной размерности 𝑛−𝑟
2 , и (𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) есть субкэлерова структура

на 𝑀 .

Ïîñêîëüêó íà äâóìåðíîì âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè ëþáàÿ ïî÷òè êîìïëåêñ-

íàÿ ñòðóêòóðà èíòåãðèðóåìà (ñì. [9; ãëàâà 9]), ïîëó÷àåì:

Предложение 3.4. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности

𝑛 > 3. Любая субтвисторная структура (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) на 𝑀 с замкнутой

фундаментальной 2-формой Ω, радикалом максимального ранга 𝑛− 2 и инво-

лютивным рабочим расслоением 𝐷 порождает на 𝑀 субкэлерову структуру

(𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽), где 𝑄 максимальное интегральное подмногообразие для распре-

деления 𝐷.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ è ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Íåòðè-

âèàëüíûé êëàññ ïðèìåðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìàÿ íîðìàëüíàÿ

ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà. Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷), 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) [Φ𝑋,𝑌 ] =

Φ[𝑋,𝑌 ].
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Предложение 3.5. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности

> 3, (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – нормальная субтвисторная структура на 𝑀 , и 𝑑Ω = 0.

Тогда рабочее расслоение 𝐷 есть голономное распределение на 𝑀 , любое ин-

тегральное подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 есть кэлерово подмногообразие в

𝑀 , и множество всех гладких сечений рабочего расслоения 𝐷 есть идеал в

пространстве векторных полей на 𝑀 .

Доказательство. Ïóñòü 𝑁 � òåíçîð êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû

(Ω, 𝐷,Φ, 𝛽). Èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝐷) èìååì:

𝑁(𝑋,𝑌 ) = [Φ𝑋,Φ𝑌 ]− Φ[Φ𝑋,𝑌 ]− Φ[𝑋,Φ𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ] =

= −Φ2[𝑋,𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ]− Φ2[𝑋,𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ] = 0.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 1 â îïðåäåëåíèè 2.3, äëÿ ëþáûõ 𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷), 𝑌 ∈ 𝐶1(radΩ)

èìååì:

𝑁(𝑋,𝑌 ) = −Φ[Φ𝑋,𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ] = 0.

Ïîñêîëüêó 𝑁 |radΩ = 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑁 = 0 íà 𝑀 . Èç ïðåäëî-

æåíèÿ 3.3 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü ãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà 𝑀 , è ëþáîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 åñòü êýëåðîâî

ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Ïîñêîëüêó𝐷 � ãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå íà𝑀 , èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëå-

äóåò, ÷òî 𝐷 åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 . Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑋 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) Φ𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷). Äëÿ ëþáûõ 𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷), 𝑌 ∈
𝐶1(radΩ) èìååì:

[Φ𝑋,𝑌 ] = Φ[𝑋,𝑌 ] ∈ 𝐶1(𝐷).

Ïîñêîëüêó Φ åñòü ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì ñëîåâ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷, è

𝐶1(𝑇𝑀) = 𝐶1(𝐷)⊕ 𝐶1(radΩ), ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐶1(𝐷) åñòü èäåàë â 𝐶1(𝑇𝑀).

Замечание 3.6. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.5 è òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ íîðìàëüíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) âñåãäà ñóùåñòâóþò èí-

òåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, 𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅, îäíàêî 𝑀

ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî 𝑄×𝑅 òîëüêî òîãäà, êîãäà [𝐷, radΩ] = 0.

§ 4. Субтвисторное расслоение

Ïóñòü 𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R ðàçìåðíîñòè > 3. Ñóáòâè-

ñòîðíîé ñòðóêòóðîé ñ ðàäèêàëîì ðàçìåðíîñòè 𝑟 â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íàçûâàåòñÿ

íàáîð îáúåêòîâ (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽), ãäå Ω � êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà

𝑉 ñ ðàäèêàëîì ðàçìåðíîñòè 𝑟, 𝐷 � ÷åòíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â 𝑉 òàêîå,

÷òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû Ω íà 𝐷 íå âûðîæäåíî, Φ � àññîöèèðîâàííûé ñ ôîð-

ìîé Ω àôôèíîð êàê â îïðåäåëåíèè 2.3, 𝛽 � ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

íà 𝑉 òàêàÿ, ÷òî rad𝛽 = 𝐷 è îãðàíè÷åíèå 𝛽 íà radΩ åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå â ïîäïðîñòðàíñòâå radΩ. Ïîä ðàññëîåíèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 áóäåì

ïîíèìàòü ìíîãîîáðàçèå 𝑃 ñ ïðîåêöèåé 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 , ãäå 𝜋 åñòü íåïðåðûâíîå ñþ-

ðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íà âñå ìíîãîîáðàçèå 𝑀 . Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4 ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû 𝜆 > 0 2-ôîðìû Ω è 𝜆Ω â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
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𝑉 èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî àññîöèèðîâàííûõ àôôèíîðîâ. Áóäåì ñ÷è-

òàòü ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû (Ω1, 𝐷1,Φ1, 𝛽1) è (Ω2, 𝐷2,Φ2, 𝛽2) ýêâèâàëåíòíû-

ìè, åñëè Ω2 = 𝜆Ω1, 𝜆 > 0, 𝐷2 = 𝐷1, Φ2 = Φ1, 𝛽2 = 𝛽1.

Определение 4.1. Ñóáòâèñòîðíûì ðàññëîåíèåì ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 íàä

ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå 𝑃 ñ ïðîåêöèåé 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑀 𝜋−1(𝑥) åñòü ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ ðàäèêàëîì ðàçìåðíîñòè 𝑟 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-

ñòâå 𝑇𝑥𝑀 .

Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 åñòü ãëî-

áàëüíîå ñå÷åíèå ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä 𝑀 ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟. Ïðè

𝑟 = 0 ëþáîé àôôèíîð â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà â òî÷êå 𝑥. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññè÷åñêîå òâèñòîðíîå ðàññëîåíèå

åñòü ïîäðàññëîåíèå ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 0.

Предложение 4.2. Пусть 𝑀 – паракомпактное многообразие размерно-

сти 𝑛 > 3. Любой слой субтвисторного расслоения с радикалом ранга 𝑟 =

𝑛− 2𝑘 над 𝑀 изоморфен gr2𝑘 × SO(2𝑘)/U(𝑘)× SM(𝑟), где gr2𝑘 – 2𝑘-грасманиан

в пространстве R𝑚, SO(2𝑘) – группа всех ортогональных матриц 2𝑘 × 2𝑘

с определителем 1, U(𝑘) – группа всех эрмитовых матриц 𝑘 × 𝑘, SM(𝑟) –

пространство симметричных невырожденных положительно определенных

матриц 𝑟 × 𝑟.

Доказательство. Íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ñóùåñòâóåò ðè-

ìàíîâà ìåòðèêà 𝑔 (ñì. [10]). Åñëè (Ω, 𝐷, ,Φ, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ

ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 = 𝑇𝑥𝑀, 𝑥 ∈ 𝑀 , òî ìåòðèêà 𝑔

çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (., .) â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Âûáåðåì â 𝑉 2𝑘-ðåïåð

𝑢. 𝑢 åñòü èçîìîðôèçì R2𝑘 → 𝐷, ãäå 𝐷 � êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â 𝑉 ,

ïîðîæäåííîå ðåïåðîì 𝑢. Ïóñòü L(𝑛, 2𝑘,R) � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ

ìàòðèö 𝑛 × 2𝑘 ðàíãà 2𝑘, à GL(2𝑘,R) � ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ âåùå-

ñòâåííûõ ìàòðèö 2𝑘× 2𝑘 âëîæåííîå â L(𝑛, 2𝑘,R). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà

𝑎 ∈ L(𝑛, 2𝑘,R) äåéñòâóåò íà ðåïåð 𝑢 ñïðàâà. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè 2𝑘 â 𝑉 èçîìîðôíî L(𝑛, 2𝑘,R)/GL(2𝑘,R) ∼= gr2𝑘.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî àôôèíîð Φ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îðòîãîíàëü-

íîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé â ñëîå ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷. Ðåïåð 𝑢 çàäàåò

èçîìîðôèçì ìåæäó àôôèíîðàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ 2-ôîðìîé Ω è îðòîãî-

íàëüíûìè êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè â ïðîñòðàíñòâå R2𝑘: 𝐽𝐷 = 𝑢∘𝐽 ∘𝑢−1, ãäå

𝐽𝐷 � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â 𝐷, 𝐽 � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â R2𝑘. ìíîæå-

ñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â ïðîñòðàíñòâå R2𝑘 èçîìîðôíî

SO(2𝑘)/U(𝑘) (ñì. [9; ãëàâà 9]). Êðîìå òîãî, òàê êàê ëþáàÿ ìåòðèêà ðàäèêàëà â

ïðîñòðàíñòâå 𝑉 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èíäóöèðî-

âàííîãî ìåòðèêîé 𝑔 ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîé íåâûðîæäåííîé ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé ìàòðèöû 𝑟 × 𝑟 (ñì. [10]), ìíîæåñòâî âñåõ ìåòðèê ðàäèêàëà â 𝑉

èçîìîðôíî SM(𝑟).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐷 ðàçìåðíîñòè 2𝑘 â 𝑉 è

êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽 â 𝐷, îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔, îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿþò êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì ñ ðàäèêà-

ëîì ðàíãà 𝑟 = 𝑛 − 2𝑘. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅 îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê 𝐷 â
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𝑉 îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔, à ÷åðåç Φ îáîçíà÷èì ýíäîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà 𝑉

òàêîé, ÷òî Φ𝑋 = 𝐽𝑋, åñëè 𝑋 ∈ 𝐷, Φ𝑋 = 0, åñëè 𝑋 ∈ 𝑅. Îïðåäåëèì â ïðî-

ñòðàíñòâå 𝑉 áèëèíåéíóþ ôîðìó Ω(𝑋,𝑌 ) = 𝑔(Φ𝑋,𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑉 . Èç ñâîéñòâ îð-

òîãîíàëüíîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû 𝐽 è ïîñòðîåíèÿ ýíäîìîðôèçìà Φ ñëåäóåò,

÷òî Ω åñòü êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà ñ ðàäèêàëîì 𝑅 è ðàáî÷èì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì 𝐷. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé 2-ôîðìû ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟

â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ 2-ôîðìà Ω òàêàÿ, ÷òî åå ìàòðèöà

â îðòîíîðìèðîâàííîì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔 áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐷 åñòü

ìàòðèöà êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû â 𝐷, îðòîãîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔.

Çäåñü 𝐷 îäíîçíà÷íî âûáèðàåòñÿ êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê radΩ îòíîñè-

òåëüíî ìåòðèêè 𝑔. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì ñ ðàäèêàëîì ðàí-

ãà 𝑟 â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 è ïàðàìè (𝐷,𝐽), ãäå 𝐷 � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè

2𝑘 = 𝑛− 𝑟 â 𝑉 , 𝐽 � îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔 êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-

òóðà â𝐷. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîé ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ â òî÷êå

𝑥 èçîìîðôåí gr2𝑘 × SO(2𝑘)/U(𝑘)× SM(𝑟).

Замечание 4.3. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåð-

íîñòü ñëîÿ ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 íàä ïàðàêîìïàêò-

íûì ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 ðàçìåðíîñòè 𝑛 > 3 ðàâíà (𝑛−𝑟)2

4 + 𝑟
2 (2𝑛− 𝑟 + 1).

Ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 íàä ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 ðàç-

ìåðíîñòè 𝑛 > 3 íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè îíî èçîìîðôíî 𝑀 × gr2𝑘 ×
SO(2𝑘)/U(𝑘) × SM(𝑟), 2𝑘 = 𝑛 − 𝑟. Äëÿ òðèâèàëüíîãî ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîå-

íèÿ ëþáàÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 èíäóöèðóåò ãëîáàëüíîå

ñå÷åíèå ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà 𝑀 . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.6, ïîëó÷àåì:

Предложение 4.4. Пусть Λ2(𝑀, 𝑟) – расслоение классов эквивалентно-

сти кососимметричных 2-форм с радикалом ранга 𝑟 над многообразием 𝑀 ,

где две 2-формы считаются эквивалентными, если они совпадают с точ-

ностью до умножения на положительное число, Λ2(𝑀, 𝑟) – ориентируемое

компактное многообразие без края, и 𝜒(Λ2(𝑀, 𝑟)) – эйлерова характеристика

этого многообразия. Если субтвисторное расслоение с радикалом ранга 𝑟 над

𝑀 тривиально, то 𝜒(Λ2(𝑀, 𝑟)) = 0.

Предложение 4.5. Пусть 𝑀 – паракомпактное многообразие размерно-

сти 𝑛 > 3, и 𝑃 𝑟 – субтвисторное расслоение с радикалом ранга 𝑟 = 𝑛− 2𝑘 над

𝑀 . Если на 𝑀 существует глобальный 2𝑘-репер (корепер), то расслоение 𝑃 𝑟

тривиально.

Доказательство. Òàê êàê íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ñó-

ùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà, è ðèìàíîâà ìåòðèêà çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó

2𝑘-ðåïåðàìè è 2𝑘-êîðåïåðàìè, äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà 𝑀 çàäàí ãëî-

áàëüíûé 2𝑘-ðåïåð 𝑢. Ðåïåð 𝑢 â êàæäîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 åäèíñòâåííûì îáðà-

çîì îïðåäåëÿåò êàñàòåëüíîå 2𝑘-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐷𝑥 è ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì ìåæäó 𝐷𝑥 è R2𝑘 (ñì. [9]). Òàêæå êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåä-

ëîæåíèÿ 4.2 îòîæäåñòâèì ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàç-

ìåðíîñòè 2𝑘 â 𝑇𝑥𝑀 ñ ïðîñòðàíñòâîì L(𝑛, 2𝑘,R)/GL(𝑛,R) ∼= gr2𝑘. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç 𝐷𝑥𝑎 êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â 𝑇𝑥𝑀 , ïîðîæäåííîå ðåïåðîì
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𝑢𝑎, 𝑎 ∈ L(𝑛, 2𝑘,R)/GL(𝑛,R). Ïóñòü 𝐽 � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â R2𝑘, è

𝐽(𝑢𝑎) = 𝑢𝑎 ∘ 𝐽 ∘ (𝑢𝑎)−1. Òîãäà 𝐽(𝑢𝑎) åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â 𝐷𝑥𝑎, è

𝑢 èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â ïðî-

ñòðàíñòâå 𝐷𝑥𝑎 è ïðîñòðàíñòâîì SO(2𝑘)/U(𝑘). Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ

4.2 ñëåäóåò, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔 íà 𝑀 îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ìåæäó ìíî-

æåñòâîì ìåòðèê ðàäèêàëà â òî÷êå 𝑥 è ïðîñòðàíñòâîì SM(𝑟). Ïîñêîëüêó îòîá-

ðàæåíèÿ 𝑢 è 𝑔 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè 𝑥 è îïðåäåëåíû ãëîáàëüíî íà 𝑀 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå 𝑃 𝑟 òðèâèàëüíî.

Ìíîãîîáðàçèå 𝑀 íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëåçóåìûì, åñëè íà 𝑀 ñóùåñòâóåò ãëî-

áàëüíûé 𝑛-ðåïåð, ãäå 𝑛 = dim(𝑀). Ýòîò ðåïåð ïîçâîëÿåò ââåñòè íà 𝑀 åñòå-

ñòâåííóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó. Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 4.5 ïîëó÷àåì:

Следствие 4.6. Пусть 𝑀 – параллелезуемое многообразие размерности >
3. Тогда субтвисторное расслоение с радикалом любого допустимого ранга над

𝑀 тривиально.

Замечание 4.7. Åñëè ìíîãîîáðàçèå 𝑃 åñòü òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëî-

åíèå ðàíãà𝑚 > 3, òî íà 𝑃 âñåãäà ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà, èíäóöè-

ðóåìàÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðîé â ïðîñòðàíñòâå R𝑚. Îäíàêî, ñóáòâèñòîðíîå

ðàññëîåíèå íàä 𝑃 ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè ñ òðèâèàëüíûì ñóáòâèñòîðíûì ðàññëîåíè-

åì ðàíãà 𝑟 âñåãäà ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟

êàê ñòàíäàðòíîå ñå÷åíèå ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì

ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð, à

ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.

§ 5. Субтвисторное расслоение над четырехмерной сферой

Ïóñòü 𝑆4 � ÷åòûðåõìåðíàÿ ñôåðà âëîæåííàÿ â ïðîñòðàíñòâî R5. 𝑆4 åñòü

êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, èí-

äóöèðîâàííîé èç R5. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå òâèñòîðíîå ðàññëîåíèå íàä

𝑆4 åñòü êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî C𝑃 3 ñî ñëîåì C𝑃 1 (ñì. [8]).

Çäåñü ìû îïèøåì ñàìûé îáùèé ñëó÷àé ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ðàäè-

êàëîì ëþáîãî ðàíãà. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå

íàä 𝑆4 ìîæåò èìåòü òîëüêî ðàäèêàë ëèáî ðàíãà 0, ëèáî ðàíãà 2. Ìíîæåñòâî

âñåõ ìåòðèê ðàäèêàëà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðî-

ñòðàíñòâîì ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàò-

ðèö 𝑟 × 𝑟, ãäå 𝑟 � ðàíã ðàäèêàëà. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.2, îñòàåòñÿ îïèñàòü

ðàññëîåíèå gr2𝑘(𝑆4)× 𝒥 (gr2𝑘(𝑆4)), ãäå gr2𝑘(𝑆4) � ðàññëîåíèå êàñàòåëüíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè 2𝑘 íàä 𝑆4, 𝒥 (gr2𝑘(𝑆4)) � ðàññëîåíèå îðòîãîíàëüíûõ

êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ gr2𝑘(𝑆4), 2𝑘 = 4− 𝑟.

Êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî C4 ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êâàòåðíèîííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì H2, ñ÷èòàÿ 𝑞1 = 𝑧1+𝑧2𝑗, 𝑞2 = 𝑧3+𝑧4𝑗, 𝑗 =
√
−1. Ââåäåì íà H2 ∖{0}

äâå ôóíêöèè:

𝑓(𝑞1, 𝑞2) = 2 𝑞1𝑞2
|𝑞1|2+|𝑞2|2 ,

ℎ(𝑞1, 𝑞2) =
|𝑞1|2−|𝑞2|2
|𝑞1|2+|𝑞2|2 .
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Ôóíêöèè 𝑓 è ℎ óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó |𝑓(𝑞1, 𝑞2)|2 + |ℎ(𝑞1, 𝑞2)|2 = 1. Òàêæå ýòè

ôóíêöèè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (𝑞1, 𝑞2) íà íåíóëåâîé êâàòåð-

íèîí. Ââåäåì ïðîåêöèþ 𝜋 : H2 ∖ {0} → 𝑆4: 𝜋(𝑞1, 𝑞2) = (𝑓(𝑞1, 𝑞2), ℎ(𝑞1, 𝑞2)) ∈ R5.

Ïóñòü ãðóïïà C* = C ∖ {0} äåéñòâóåò íà H2 ãîìîòåòèÿìè. Òîãäà C𝑃 3 åñòü

(H2∖{0})/C*. Òàê êàê ïðîåêöèÿ 𝜋 C*-èíâàðèàíòíà, 𝜋 åñòü ïðîåêöèÿ C𝑃 3 → 𝑆4.

Êàæäûé íåíóëåâîé êâàòåðíèîí 𝑞 ïîðîæäàåò êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ â C2. Åñ-

ëè 𝑞 ̸= 0, òî 𝜋(𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2) = 𝜋(𝑞1, 𝑞2). Îòñþäà, ñëîé ðàññëîåíèÿ C𝑃 3 → 𝑆4 åñòü

(H ∖ {0})/C* ∼= C𝑃 1 ∼= 𝑆2.

Ïóñòü 𝑧 = (𝑞1, 𝑞2) ∈ C𝑃 3, 𝑥 = 𝜋(𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝑆4, ℎ � ìåòðèêà Ôóáèíè-Øòóäè

íà C𝑃 3 (ñì. [10]), è 𝐽0 � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà C𝑃 3, èíäóöèðîâàííàÿ

óìíîæåíèåì íà ìíèìóþ åäèíèöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐷𝑧 îðòîãîíàëüíîå äîïîë-

íåíèå ê 𝑇𝑧C𝑃 1 â 𝑇𝑧C𝑃 3 îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ℎ. Òîãäà 𝑇𝑧C𝑃 3 = 𝐷𝑧 ⊕ 𝑇𝑧C𝑃 1.

Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽0 îðòîãîíàëüíà è èíâàðèàíòíî äåéñòâó-

åò íà 𝑇𝑧C𝑃 1 ∼= C, îãðàíè÷åíèå 𝐽0 íà 𝐷𝑧 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â ïðî-

ñòðàíñòâå 𝐷𝑧. Îáîçíà÷èì îãðàíè÷åíèå 𝐽0 íà 𝐷𝑧 ÷åðåç 𝐼𝑧. Ýòà êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó 𝐽𝑧 = 𝑑Π ∘ 𝐼𝑧𝑑𝜋−1 â êàñàòåëüíîì

ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑥𝑆
4. Çàìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽𝑧 îðòîãîíàëüíà îò-

íîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà 𝑆4, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé ℎ íà C𝑃 3, è

ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ â 𝑇𝑥𝑆
4, ïîñêîëüêó 𝐼𝑧 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ â 𝐷𝑧. Àíà-

ëîãè÷íî, êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà −𝐽0 îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ êîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó −𝐽𝑧 â 𝑇𝑥𝑆
4, ìåíÿþùóþ îðèåíòàöèþ â 𝑇𝑥𝑆

4. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-

äîé òî÷êå 𝑧 = (𝑞1, 𝑞2) ∈ C𝑃 3 ìîæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü òî÷êó

𝑥 = 𝜋(𝑞1, 𝑞2) ∈ 𝑆4 è ïàðó îðòîãîíàëüíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â êàñàòåëüíîì

ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑥𝑆
4.

Ïóñòü H𝑃 1 � ìíîæåñòâî âñåõ êâàòåðíèîííûõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå H2.

H𝑃 1 åñòü êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, äèôôåîìîðôíîå

𝑆7/𝑆3. Ïîñêîëüêó gr4(𝑆4) ∼= 𝑆4, à 𝑆4 ∼= H𝑃 1, ïîëó÷àåì:

Предложение 5.1. Субтвисторное расслоение с радикалом ранга 0 над че-

тырехмерной сферой изоморфно H𝑃 1 × C𝑃 3 × z2.

Ïóñòü Λ2(𝑆4, 0) � ðàññëîåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîñîñèììåòðè÷íûõ

2-ôîðì ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 0 íàä 𝑆4 êàê â ïðåäëîæåíèè 4.4, è 𝜒(𝑀) � ýéëåðîâà

õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ𝑀 . Ïîñêîëüêó 𝜒(H𝑃 1) = 3, 𝜒(C𝑃 3) = 4, 𝜒(z2) =

2. Ïîëó÷àåì:

𝜒(Λ2(𝑆4, 0)) = 𝜒(H𝑃 1)𝜒(C𝑃 3)𝜒(z2) = 24.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå ñ ðàäèêàëîì ðàíãà

0 íå òðèâèàëüíî. Êðîìå òîãî, èç ñëåäñòâèÿ 2.6 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.2. На четырехмерной сфере не существует субтвисторных

структур с радикалом ранга 0.

Замечание 5.3. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðè-

ìàíîâîé ìåòðèêè, è êàæäàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà

𝑀 âìåñòå ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé èíäóöèðóåò íà 𝑀 ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ

ðàäèêàëîì ðàíãà 0 (ñì. ðàçäåë 2), èç ñëåäñòâèÿ 5.2 âûòåêàåò, ÷òî íà ÷åòûðåõ-

ìåðíîé ñôåðå íå ñóùåñòâóåò ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð.
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Ðàññìîòðèì âëîæåíèå C𝑃 2 â C𝑃 3, ñ÷èòàÿ, ÷òî â ïàðå (𝑞1, 𝑞2) ∈ C𝑃 3 𝑞2 = 𝑧2 ∈
C. Èìååì: (𝑞𝑞1, 𝑞𝑧2) ∈ C𝑃 2 òîëüêî êîãäà 𝑞𝑧2 ∈ C. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà
𝑞 åñòü íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî Π(−𝑞1𝑖, 𝑧2) = 𝜋(𝑞1, 𝑖𝑧2), 𝑖 =√
−1, à òî÷êè (−𝑞1𝑖, 𝑧2), (𝑞1, 𝑖𝑧2) íå ëåæàò íà îäíîé êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, òàê

êàê −𝑞1𝑖 ̸= −𝑖𝑞1. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîé ïðè îãðàíè÷åíèè ïðîåêöèè 𝜋 íà C𝑃 2

åñòü z2. Âñÿêîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì z2 åñòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Ïîëó÷àåì,

÷òî C𝑃 2 äâóëèñòíî íàêðûâàåò 𝑆4. Ïóñòü 𝑧 = (𝑞1, 𝑧2) ∈ C𝑃 2, 𝐽𝑧 � êîìïëåêñ-

íàÿ ñòðóêòóðà â 𝑇𝑧C𝑃 2, èíäóöèðîâàííàÿ óìíîæåíèåì íà ìíèìóþ åäèíèöó, è

𝐿𝑧 � êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ â 𝑇𝑧C𝑃 2 ∼= C2. Ïîñêîëüêó 𝐽𝑧 åñòü îðòîãîíàëüíàÿ

îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Ôóáèíè-Øòóäè íà C𝑃 2 êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, è êîì-

ïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ 𝐿𝑧 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ìíèìóþ åäè-

íèöó, îãðàíè÷åíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû 𝐽𝑧 íà 𝐿𝑧 åñòü îðòîãîíàëüíàÿ êîì-

ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â 𝐿𝑧, ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ â 𝐿𝑧. Ïîñêîëüêó â R2

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ, ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ, êîìïëåêñ-

íàÿ ñòðóêòóðà, è îãðàíè÷åíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû −𝐽𝑧 íà 𝐿𝑧 åñòü åäèí-

ñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ, ìåíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ, êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â 𝐿𝑧,

ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà 𝑧 ∈ C𝑃 2 îïðåäåëÿåò ðîâíî äâå îðòîãîíàëüíûå

êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑧. Òàê êàê 𝑑𝜋𝐿𝑧 åñòü äâóìåðíîå êà-

ñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â 𝑇𝑥𝑆
4, 𝑥 = 𝜋(𝑧) ∈ 𝑆4, è â 𝑇𝑥𝑆

4 ñóùåñòâóåò òîëüêî

äâå îðòîãîíàëüíûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû ±𝐽𝑥 = 𝑑𝜋 ∘ ±𝐽𝑧 ∘ 𝑑𝜋−1, ïîëó÷àåì:

Предложение 5.4. Субтвисторное расслоение с радикалом ранга 2 над че-

тырехмерной сферой изоморфно C𝑃 1 × C𝑃 2 × SM(2).

Ïóñòü Λ2(𝑆4, 2) � ðàññëîåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîñîñèììåòðè÷íûõ

2-ôîðì ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 2 íàä 𝑆4 êàê â ïðåäëîæåíèè 4.4. Èç ïðåäëîæåíèÿ

5.4 è ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ñëåäóåò, ÷òî Λ2(𝑆4, 2) ∼= C𝑃 1 × C𝑃 2. Èìååì:

𝜒(Λ2(𝑆4, 2)) = 𝜒(C𝑃 1)𝜒(C𝑃 2) = 6.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå ñ ðàäèêàëîì ðàíãà

2 íå òðèâèàëüíî. Êðîìå òîãî, èç ñëåäñòâèÿ 2.6 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.5. На четырехмерной сфере не существует субтвисторных

структур с радикалом ранга 2.

Ìû îïèñàëè âñå âîçìîæíûå òèïû ñóáòâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä 𝑆4. Çà-

ìåòèì, ÷òî 𝑆4 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì, íà êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð. Äàëåå ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íà îäíîðîä-

íîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü èíâàðèàíòíûå ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòó-

ðû.

§ 6. Инвариантные субтвисторные

структуры на однородных пространствах

Ïóñòü𝑀 = 𝐺/𝐻 � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè > 3, ãäå 𝐺 � ãðóïïà

Ëè, òðàíçèòèâíî è ýôôåêòèâíî äåéñòâóþùàÿ íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 , 𝐻 � ïîäãðóï-

ïà èçîòðîïèè íà÷àëüíîé òî÷êè 𝑜 ∈ 𝑀 . Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè 𝐺, à h

� ïîäàëãåáðà èçîòðîïèè â g. Â g ìîæíî âûáðàòü äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî m : g = m⊕ h. Ïîäïðîñòðàíñòâî m èçîìîðôíî êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó
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𝑇𝑜𝑀 . Ïóñòü 𝜋 � ïðîåêöèÿ 𝐺 → 𝑀 . Òîãäà 𝜏 = 𝑑𝜋𝑒, ãäå 𝑒 � åäèíèöà ãðóïïû 𝐺,

åñòü èçîìîðôèçì m → 𝑇𝑜𝑀 . Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà îäíîðîä-

íîì ïðîñòðàíñòâå 𝑀 íàçûâàåòñÿ 𝐺-èíâàðèàíòíîé, åñëè 𝐷 åñòü 𝐺-èíâàðèàíòíîå

ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà 𝑀 , è äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺 Ω𝑜 =

Ω𝑥 ∘ 𝑑𝑔, 𝛽𝑜 = 𝛽𝑥 ∘ 𝑑𝑔, Φ𝑥 ∘ 𝑑𝑔 = 𝑑𝑔 ∘ Φ𝑜, çäåñü 𝑥 = 𝑔(𝑜), 𝑑𝑔 � äèôôåðåí-

öèàë îòîáðàæåíèÿ 𝑔 : 𝑀 → 𝑀 . Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè 𝐺

íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé (ïðàâîèíâàðèàíòíîé), åñëè îíà èíâàðèàíòíà îò-

íîñèòåëüíî ëåâûõ (ïðàâûõ) ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ãðóïïû 𝐺. Ëåâîèíâàðèàíò-

íàÿ (ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ) ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè 𝐺 íàçûâàåòñÿ

èçîòðîïíîâûðîæäåííîé, åñëè åå ðàäèêàë ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó èçîòðîïèè h. Â

[5] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ 𝐺-èíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íà

îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑀 = 𝐺/𝐻 íàõîäèòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîò-

âåòñòâèè ñî ìíîæåñòâîì âñåõ 𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíûõ 𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíûõ èçî-

òðîïíîâûðîæäåííûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïå Ëè 𝐺. Òàêèì îáðàçîì,

ñóùåñòâîâàíèå íà ãðóïïå Ëè𝐺𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíîé𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíîé èçî-

òðîïíîâûðîæäåííîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟 âëå÷åò ñó-

ùåñòâîâàíèå 𝐺-èíâàðèàíòíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟

íà 𝑀 è îáðàòíî. Èç îïðåäåëåíèÿ 𝐺-èíâàðèàíòíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû

ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì

çíà÷åíèåì â íà÷àëüíîé òî÷êå 𝑜. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ïîëó÷àåì:

Предложение 6.1. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное пространство размер-

ности 𝑛 > 3. Множество всех 𝐺-инвариантных субтвисторных структур с

радикалом ранга 𝑟 = 𝑛 − 2𝑘 на 𝑀 изоморфно gr2𝑘 × SO(2𝑘)/U(𝑘) × SM(𝑟), где

gr2𝑘 – 2𝑘-грасманиан в пространстве R𝑛, SM(𝑟) – множество симметричных

невырожденных положительно определенных матриц 𝑟 × 𝑟.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóáòâèñòîðíîå ïîäðàññëîåíèå𝐺-èíâàðèàíòíûõ

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íàä îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì âñåãäà òðèâèàëüíî,

äàæå åñëè ñàìî ñóáòâèñòîðíîå ðàññëîåíèå íå òðèâèàëüíî. Îäíàêî ïîäðàññëîå-

íèå 𝐺-èíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð íàä îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì

ìîæåò áûòü ïóñòûì.

Теорема 6.2. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное пространство размерности

> 3. Если представление изотропии действует на 𝑇𝑜𝑀 неприводимо, то на

𝑀 не существует 𝐺-инвариантных субтвисторных структур с нетривиаль-

ным радикалом.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑀 ñóùåñòâóåò 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ

ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) ñ íåòðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì. Ïîñêîëüêó

ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü 𝐺-èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 , è äëÿ ëþáîãî

ℎ ∈ 𝐻 𝑑ℎ åñòü àâòîìîðôèçì êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑜𝑀 , ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑑ℎ åñòü àâòîìîðôèçì ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐷𝑜 äëÿ âñåõ ℎ ∈ 𝐻. Òàêèì îáðàçîì 𝐷𝑜

åñòü íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ äåéñòâèÿ èçîòðîïèè,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè äåéñòâèÿ èçîòðîïèè íà 𝑇𝑜𝑀 .

Замечание 6.3. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå

𝐺/𝐻 íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè íå ñóùåñòâóåò 𝐺-èíâàðèàíòíûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ

2-ôîðì ñ òðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 6.2 ïîëó÷àåì, ÷òî íà
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îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ñ íåïðèâîäèìûì äåéñòâèåì

ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóê-

òóð.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà ñôåðå 𝑆𝑛 íå ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð

ïðè 𝑛 > 3 (ñì. [7]). Ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èì îáîáùåíèå ýòîãî ôàêòà äëÿ ëþáûõ

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé.

Теорема 6.4. На сфере 𝑆𝑛, 𝑛 > 3 не существует субтвисторных струк-

тур с замкнутой фундаментальной 2-формой, а следовательно не существу-

ет субкэлеровых структур.

Доказательство. Ñôåðó 𝑆𝑛 âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îäíîðîäíîå ðè-

ìàíîâî ïðîñòðàíñòâî 𝐺/𝐻 ñ íåïðèâîäèìûì äåéñòâèåì èçîòðîïèè (ñì. [10]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑆𝑛 ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) :

𝑑Ω = 0. Çíà÷åíèå ýòîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû â íà÷àëüíîé òî÷êå 𝑜 èíäó-

öèðóåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ èçîòðîïíîâûðîæäåííóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó

(Ω𝑜∘𝜏, 𝜏−1(𝐷𝑜), 𝜏
−1∘Φ𝑜∘𝜏, 𝛽∘𝜏) íà ãðóïïå Ëè 𝐺. Òàê êàê ïîäãðóïïà èçîòðîïèè

ðèìàíîâà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé, ïðèìåíÿÿ ê

ýòîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðå îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ (èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñè-

òåëüíî óíèìîäóëÿðíîé ìåðû) ïî ïîäãðóïïå 𝐻, ïîëó÷àåì 𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíóþ

𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíóþ èçîòðîïíîâûðîæäåííóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó íà

ãðóïïå Ëè 𝐺 ñ ðàäèêàëîì ðàíãà íå ìåíüøå ðàíãà radΩ. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îá-

ðàçîì ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå Ëè 𝐺 èíäóöèðóåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ

ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó íà 𝑀 ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé Ω′.

Ïîñêîëüêó ñôåðà 𝑆𝑛 èìååò íóëåâóþ ãðóïïó âòîðûõ êîãîìîëîãèé 𝐻2(𝑆𝑛, z), íà

𝑆𝑛 ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà 𝛼′ : 𝑑𝛼′ = Ω′. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû â [4] äîêàçàíî, ÷òî íà ñôåðå 𝑆𝑛, 𝑛 > 2 íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ

𝐺-èíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî íà ñôå-

ðå 𝑆𝑛 íå ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìîé.

Ïîñêîëüêó ñôåðà 𝑆𝑛 åñòü îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåïðèâîäèìûì äåé-

ñòâèåì ïîäãðóïïû èçîòðîïèè (ñì. [10]), èç òåîðåìû 6.2 ïîëó÷àåì:

Следствие 6.5. На сфере 𝑆𝑛, 𝑛 > 3 не существует инвариантных субтви-

сторных структур с нетривиальным радикалом.

Åñëè ïîäãðóïïà èçîòðîïèè 𝐻 îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑀 = 𝐺/𝐻 åñòü

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺, òî 𝐺/𝐻 åñòü ôàêòîð-ãðóïïà Ëè. Ïîñêîëüêó ëþ-

áàÿ ãðóïïà Ëè ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåçóåìûì ìíîãîîáðàçèåì, èç ïðåäëîæåíèÿ

4.5 ïîëó÷àåì êëàññ îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ 𝐺-èíâàðèàíòíóþ

ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó:

Следствие 6.6. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное пространство размерно-

сти 𝑛 > 3, и 𝐻 есть нормальная подгруппа в 𝐺. Тогда субтвисторное рассло-

ение над 𝑀 тривиально, и любая субтвисторная структура в R𝑛 порождает

𝐺-инвариантную субтвисторную структуру на 𝑀 .

Ïóñòü𝑋 � âåêòîðíîå ïîëå íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå𝑀 = 𝐺/𝐻. Áóäåì íà-

çûâàòü âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 ýêâèâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ âñåõ 𝑔 ∈ 𝐺 𝑑𝑔−1𝑋(𝑔(𝑜)) =
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𝑋(𝑜). Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝜏 åñòü ãîìîìîðôèçì ñêîáêè ëè ýëåìåíòîâ

èç ïîäïðîñòðàíñòâà m è ñêîáêè Ëè ýêâèâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 𝑀 .

Ïóñòü g′ = [g, g] � ïåðâûé ïðîèçâîäíûé èäåàë àëãåáðû Ëè g.

Предложение 6.7. Пусть 𝑀 = 𝐺/𝐻 – однородное риманово простран-

ство размерности > 3, алгебра Ли g имеет нетривиальный центр c, и p =

m ∩ c ∩ g′ ̸= {0}. Тогда любой элемент из p порождает 𝐺-инвариантную

субтвисторную структуру с замкнутой фундаментальной 2-формой на 𝑀 .

Доказательство. Äëÿ îäíîðîäíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà𝑀 = 𝐺/𝐻 ãðóï-

ïà 𝐺 åñòü ãðóïïà èçîìåòðèé ðèìàíîâîé ìåòðèêè 𝐵 íà 𝑀 , òî åñòü ìåòðèêà 𝐵

åñòü 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Ïóñòü 𝜉 � ýêâèâàðèàíòíîå âåêòîð-

íîå ïîëå íà 𝑀 . Ýòî âåêòîðíîå ïîëå ïîðîæäàåò íà 𝑀 íåíóëåâóþ 1-ôîðìó

𝛼 : 𝛼(𝑋) = 𝐵(𝜉,𝑋), 𝑋 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀). Ïóñòü 𝑥 = 𝑔(𝑜), 𝑔 ∈ 𝐺. Äëÿ ëþáîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà 𝑀 Èìååì:

𝛼𝑥(𝑑𝑔𝑋) = 𝐵𝑥(𝜉, 𝑑𝑔𝑋) = 𝐵𝑜(𝑑𝑔
−1𝜉,𝑋) = 𝐵𝑜(𝜉,𝑋) = 𝛼𝑜(𝑋),

òî åñòü 1-ôîðìà 𝛼 𝐺-èíâàðèàíòíà. Òîãäà 𝑑𝛼 åñòü 𝐺-èíâàðèàíòíàÿ êîñîñèì-

ìåòðè÷íàÿ çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 . Åñëè 𝜏−1(𝜉) ∈ g′ ∖ {0}, òî ñóùåñòâóþò

𝑋,𝑌 ∈ g : 𝜏−1(𝜉) = [𝑋,𝑌 ]. Òîãäà:

2 𝑑𝛼(𝜏𝑋, 𝜏𝑌 ) = −𝛼([𝜏𝑋, 𝜏𝑌 ]) = −𝐵(𝜉, 𝜏 [𝑋,𝑌 ]) = −𝐵(𝜉, 𝜉) ̸= 0,

òî åñòü 𝑑𝛼 ̸≡ 0.

Ïóñòü 𝐷 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê rad(𝑑𝛼) îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝐵. â

[4] äîêàçàíî, ÷òî òàêîå ðàáî÷åå ðàññëîåíèå åñòü 𝐺-èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà 𝑀 . Ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝐵 êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòó-

ðà 𝐽 â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ 𝐷 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶1(𝐷) 𝑑𝛼(𝑋,𝑌 ) =

𝐵(𝐽𝑋, 𝑌 ) ïîðîæäàåò𝐺-èíâàðèàíòíûé àôôèíîð Φ, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé

𝑑𝛼. Ìû ïîëó÷èëè 𝐺-èíâàðèàíòíóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó (𝑑𝛼,𝐷,Φ, 𝛽), ãäå

𝛽 � ìåòðèêà ðàäèêàëà, ïîëó÷åííàÿ îãðàíè÷åíèåì ìåòðèêè 𝐵 íà rad(𝑑𝛼). Îñòà-

åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç p ïîðîæäàåò ýêâèâàðèàíòíîå

âåêòîðíîå ïîëå íà 𝑀 .

Ïóñòü 𝑋 ∈ p ∖ {0}, è 𝐺𝑡 � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ

ýëåìåíòîì 𝑋. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑋* âåêòîðíîå ïîëå íà 𝑀 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé

òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑀 𝑋*(𝑥) = 𝑑
𝑑𝑡 |𝑡=0𝐺𝑡(𝑥). Ïîñêîëüêó 𝐺𝑡 ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû 𝐺,

äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺 èìååì:

𝑑𝑔−1𝑋*(𝑔(𝑜)) =
𝑑

𝑑𝑡
|𝑡=0𝑔

−1𝐺𝑡𝑔(𝑜) =
𝑑

𝑑𝑡
|𝑡=0𝐺𝑡(𝑜) = 𝑋*(𝑜).

Òàêèì îáðàçîì, 𝑋* åñòü ýêâèâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà 𝑀 , êîòîðîå ïîðîæ-

äàåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ íåçàìêíóòóþ 1-ôîðìó íà 𝑀 .

Ïðåäëîæåíèå 6.7 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êëàññ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èí-

âàðèàíòíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðîé. Òàê êàê ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà

Ëè èìååò íåòðèâèàëüíûé öåíòð, à äëÿ ëþáîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû 𝐻 ìîæíî

ïîñòðîèòü 𝐻-áèèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó (ñì. [10]), äëÿ îäíîðîäíîãî

ïðîñòðàíñòâà 𝑀 = 𝐺/𝐻, ãäå 𝐺 � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè, 𝐻 �ñîáñòâåííàÿ
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êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺, òðàíñâåðñàëüíàÿ öåíòðó ãðóïïû 𝐺, âñåãäà ìîæíî

ïîñòðîèòü 𝐺-èíâàðèàíòíóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëü-

íîé 2-ôîðìîé. Êðîìå òîãî, èíâàðèàíòíóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ òî÷-

íîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñðàçó ìîæíî ïî-

ëó÷èòü èç èíâàðèàíòíîé àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîãäà âìåñòî

ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìû ðàññìàòðèâàåòñÿ 1-ôîðìà. òàêèå ñòðóêòóðû èçó-

÷åíû â [4]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑀 = 𝐺/𝐻 äîïóñêàåò

𝐺-èíâàðèàíòíóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó, è 𝑀 åñòü êîìïàêòíîå ìíîãîîáðà-

çèå áåç êðàÿ, òî ýòà ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà èìååò ðàäèêàë íåíóëåâîãî ðàíãà,

ïîñêîëüêó ëþáàÿ òî÷íàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà êîìïàêòíîì îðèåíòè-

ðóåìîì ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ âñåãäà âûðîæäåíà. Òàêæå èç òåîðåìû 2.2 ñëå-

äóåò, ÷òî åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè äîïóñêàåò èíâà-

ðèàíòíóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó, òî ýòà ñòðóêòóðà èìååò ðàäèêàë ðàçìåð-

íîñòè > 1. Ïðîñòûì ïðèìåðîì ãðóïïû Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáòâèñòîðíîé

ñòðóêòóðîé, èìåþùåé çàìêíóòóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ 2-ôîðìó è íåòðèâèàëü-

íûé ðàäèêàë, ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ëè

íà êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó Ëè.

Замечание 6.8. Åñëè ãðóïïà Ëè 𝐺 ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó 𝐻

÷åòíîé êîðàçìåðíîñòè è äîïóñêàåò𝐺-ëåâîèíâàðèàíòíóþ𝐻-ïðàâîèíâàðèàíòíóþ

ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé è ðàäèêà-

ëîì ñîâïàäàþùèì ñ ïîäàëãåáðîé èçîòðîïèè h, ýòà ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà

èíäóöèðóåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ ïî÷òè êýëåðîâó ñòðóêòóðó íà îäíîðîäíîì ïðî-

ñòðàíñòâå 𝑀 = 𝐺/𝐻. Â ñëó÷àå, êîãäà òåíçîð êðó÷åíèÿ ýòîé ñóáòâèñòîðíîé

ñòðóêòóðû ðàâåí 0, îíà èíäóöèðóåò 𝐺-èíâàðèàíòíóþ êýëåðîâó ñòðóêòóðó íà

𝑀 .
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