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Субкэлеровы структуры и кэлеровы подмногообразия

В работе рассматривается метод получения кэлеровых подмногообра-
зий в произвольных вещественных многообразиях с помощью субкэлеро-
вых структур. Субкэлеровы структуры определяются как частный слу-
чай субтвисторных структур, которые в свою очередь являются обобще-
нием субримановых, кэлеровых и твисторных структур. Показано, когда
субтвисторная структура является субкэлеровой, а когда нет. Отдельно
рассмотрены субкэлеровы структуры на группах Ли и алгеброидах Ли.
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§ 1. Введение

Íà äèôôåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè àêòèâíî èçó÷à-

þòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå è êýëåðîâû ñòðóêòóðû. Â îñíîâó òàêèõ ñòðóêòóð ïî-

ëîæåíà íåâûðîæäåííàÿ êîñîññèìåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè. Â [1]

Áûëè ââåäåíû ñóáêîìïëåêñíûå è ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå îáîáùà-

þò ïîíÿòèå ïî÷òè êýëåðîâîé è êýëåðîâîé ñòðóêòóðû äëÿ ñëó÷àÿ âûðîæäåí-

íîé êîñîñèììåòðè÷íîé 2-ôîðìû íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè ïðîèçâîëüíîé

ðàçìåðíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåò-

ñÿ ðåãóëÿðíàÿ âûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà, äëÿ êîòîðîé îïðåäå-

ëåíû ïîíÿòèÿ ðàäèêàëà è ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ. Ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû ñ

çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé è èíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíè-

åì åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð - ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû. Â

[2] áûëî îïèñàíî ðàññëîåíèå ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ùåíèåì òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ïðèìåðû, êàê ñå÷åíèå

ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû ñ ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé 𝑑𝛼,

ãäå 𝑑𝛼 � âíåøíèé äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû 𝛼 íà ìíîãîîáðàçèè ïðîèçâîëüíîé

ðàçìåðíîñòè, áûëè ðàññìîòðåíû â [3,4,5], òàì æå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îäíîðîä-

íûå ïðèìåðû ñóáòâèñòîðíûõ è ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû

ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü, êàê ñ ïîìîùüþ ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð ìîæíî ïîëó÷àòü

êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ â âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè. Â îòëè÷èè îò êýëåðîâîé èëè òâèñòîðíîé ñòðóêòóðû, ñóáòâèñòîðíàÿ

èëè ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà îïðåäåëåíà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ëþáîé, à íå òîëüêî

÷åòíîé, ðàçìåðíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êýëåðîâó ñòðóêòóðó íå íà ñà-

ìîì ìíîãîîáðàçèè, à íà åãî ïîäìíîãîîáðàçèè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîìèìî

ýòîãî, ñóáòâèñòîðíûå è ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì êýëåðî-

âûõ, ñóáðèìàíîâûõ, òâèñòîðíûõ, ñèìïëåêòè÷åñêèõ è êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð, ïî-

ñêîëüêó çäåñü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé½ è ïåðå÷èñ-

ëåííûå ñòðóêòóðû åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð. Ñóáêýëåðîâû
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ñòðóêòóðû òàêæå ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü ëîêàëüíóþ ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèé.

Â ÷àñòíîñòè, â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîá-

ðàçèè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî

ïðåäñòàâèòü ìíîãîîáðàçèå, êàê ïðÿìîå èëè ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèé.

Â � 2 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è êîíñòðóêöèè äëÿ ñóáòâèñòîðíûõ

ñòðóêòóð. Â � 3 ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð - ñóáê-

ýëåðîâû ñòðóêòóðû. Â � 4 ââîäèòñÿ âàæíîå ïîíÿòèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ ñóáòâè-

ñòîðíîé ñòðóêòóðû, è ïîêàçàíî êàê ýòîò òåíçîð ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñóáêýëå-

ðîâû ñòðóêòóðû è êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå îïèñûâàòü ëîêàëüíóþ

ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàçäåëàõ 5 è 6 îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñóáêýëåðî-

âû ñòðóêòóðû íà ãðóïïàõ Ëè è àëãåáðîèäàõ Ëè, à òàêæå ïîñòðîåíû ïðèìåðû

ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå

ìîæåò íå äîïóñêàòü êýëåðîâó ñòðóêòóðó, íî äîïóñêàòü ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó,

à ñëåäîâàòåëüíî è êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

§ 2. Субтвисторные структуры

Çäåñü ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû è íàïîìíèì íåêîòî-

ðûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â [1].

Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 3, è Ω � íåíóëåâàÿ

áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà 𝑀 . Âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà

𝑀 è áèëèíåéíîé ôîðìû Ω íàçûâàåòñÿ 1-ôîðìà 𝐼𝑋 Ω : 𝐼𝑋 Ω(𝑌 ) = Ω(𝑋,𝑌 äëÿ

ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑌 íà 𝑀 .

Определение 2.1. Ðàäèêàëîì áèëèíåéíîé ôîðìû Ω â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 íàçû-

âàåòñÿ êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî radΩ𝑥 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 : 𝐼𝑣 Ω𝑥 = 0}.
Ðàäèêàëîì áèëèíåéíîé ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäå-

ëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ radΩ =
⋃︀
𝑥∈𝑀 radΩ𝑥.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà Ω íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè radΩ åñòü ðåãóëÿðíîå

ðàñïðåäåëåíèå ïîñòîÿííîãî ðàíãà íà 𝑀 .

Äëÿ ðàäèêàëà êîñîñèììåòðè÷íîé íåíóëåâîé 2-ôîðìû ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò (ñì. [1,3]):

Теорема 2.2. Пусть Ω – ненулевая кососимметричная регулярная 2-форма

с радикалом ранга 𝑟 на многообразии 𝑀 размерности 𝑛 > 3. Тогда:

1) Если 𝑛 четно, то и 𝑟 четно, и 0 6 𝑟 6 𝑛− 2;

2) Если 𝑛 нечетно, то и 𝑟 нечетно, и 1 6 𝑟 6 𝑛− 2.

Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè âñåãäà åñòü

÷åòíîå ÷èñëî, èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàñà-

òåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîïîëíèòåëüíûõ ê radΩ, âñåãäà ÷åòíûé. Ðàáî÷èì

ðàññëîåíèåì äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèå 𝐷 êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîïîëíèòåëüíûõ ê radΩ, òàêîå ÷òî

îãðàíè÷åíèå Ω íà 𝐷 åñòü íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ radΩ, è áèëèíåéíàÿ ôîðìà Ω íå âûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà radΩ = {0}.
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Определение 2.3. Ïóñòü Ω � âûðîæäåííàÿ íåíóëåâàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ

ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , è 𝐷 � ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ Ω.

Àôôèíîðîì, àññîöèèðîâàííûì ñ 2-ôîðìîé Ω, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ïîëå Φ

ýíäîìîðôèçìîâ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà 𝑀 , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1) kerΦ = radΩ;

2) Φ2|𝐷 = − id, ãäå id � ïîëå òîæäåñòâåííûõ îïåðàòîðîâ íà 𝑀 ;

3) Φ*Ω = Ω ∘ Φ = Ω;

4) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà 𝑀 Ω(𝑋,Φ𝑋) > 0.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè àôôèíîð, àññîöèèðîâàííûé

ñ êîñîñèììåòðè÷íîé ðåãóëÿðíîé 2-ôîðìîé , ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíûì

îáðàçîì.

Предложение 2.4. Пусть Ω – кососимметричная регулярная ненулевая

2-форма на вещественном многообразии 𝑀 с рабочим расслоением 𝐷, 𝑔 – ри-

манова метрика на 𝑀 , и Φ – непрерывное поле эндоморфизмов касательных

подпространств на 𝑀 , удовлетворяющее условиям:

Ω(𝑋,𝑌 ) = 𝑔(Φ𝑋,𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀),

𝑔(Φ𝑋,Φ𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝐷).
(1)

Тогда Φ есть аффинор, ассоциированный с 2-формой Ω.

Ïóñòü Ω � âûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà íà ìíîãî-

îáðàçèè 𝑀 ñ ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì 𝐷. Ìåòðèêîé ðàäèêàëà äëÿ Ω íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íàÿ âûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà 𝛽 íà 𝑀 , òàêàÿ ÷òî rad𝛽 = 𝐷 è

îãðàíè÷åíèå 𝛽 íà radΩ åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ radΩ.

Åñëè Φ � àôôèíîð, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω, òî èç ñâîéñòâà 4 îïðåäå-

ëåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà

𝑔 : 𝑔(𝑋,𝑌 ) = Ω(𝑋,Φ𝑋,𝑌 ) + 𝛽(𝑋,𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶1(𝑇𝑀) (2)

åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 . Îáðàòíî, åñëè 𝑔 � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 ,

è 𝐴 � ïðîåêöèÿ 𝑇𝑀 → radΩ, òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà 𝛽 = 𝑔 ∘ 𝐴 åñòü ìåòðèêà

ðàäèêàëà íà 𝑀 . Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî íà âåùåñòâåííîì

ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2 ëþáàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà ëèáî íóëåâàÿ,

ëèáî íå âûðîæäåíà.

Определение 2.5. Ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðîé íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîá-

ðàçèè 𝑀 ðàçìåðíîñòè > 3 íàçûâàåòñÿ íàáîð îáúåêòîâ (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽), ãäå Ω � êî-

ñîññèìåòðè÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 , 𝐷 � ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ Ω, Φ �

àôôèíîð, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω, è 𝛽 � ìåòðèêà ðàäèêàëà äëÿ Ω.

Â ñëó÷àå, êîãäà radΩ = {0} èìååì 𝐷 = 𝑇𝑀 , Φ åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà, ïîëîæèòåëüíî àññîöèèðîâàííàÿ ñ 2-ôîðìîé Ω, 𝛽 = 0, à ðèìàíîâà

ìåòðèêà 𝑔 èç ðàâåíñòâà (2) åñòü ïî÷òè ýðìèòîâà ìåòðèêà íà 𝑀 . Åñëè òàêæå

𝑑Ω = 0 è Φ åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 , òî (Ω,Φ, 𝑔) åñòü êýëåðîâà ñòðóê-

òóðà íà 𝑀 . Åñëè radΩ ̸= {0} è 𝐷 åñòü âïîëíå íåãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå íà

𝑀 , òî (𝐷, 𝑔) , ãäå 𝑔 � ðèìàíîâà ìåòðèêà èç ðàâåíñòâà (2), åñòü ñóáðèìàíîâà

ñòðóêòóðà íà 𝑀 .
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Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ ðàäèêàëîì ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíîãî ðàíãà.

Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛 > 3 ñ ðèìà-

íîâîé ìåòðèêîé 𝑔, è 𝑋,𝑌 � âåêòîðíûå ïîëÿ íà 𝑀 îðòîãîíàëüíûå è ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûå â êàæäîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 . Ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäàþò

1-ôîðìû 𝛼 = 𝐼𝑋 𝐺, 𝛽 = 𝐼𝑌 𝑔, êîòîðûå òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé

òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 . Òîãäà Ω = 𝛼 ∧ 𝛽 åñòü ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 ñ

ðàäèêàëîì ker𝛼 ∪ ker𝛽. Ïîñêîëüêó rank(ker𝛼) = rank(ker𝛽) = 𝑛 − 1, èìååì

rank(radΩ) = 𝑛 − 2. îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝐷 îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑔 ê

radΩ åñòü ðàáî÷åå ðàññëîåíèå íà 𝑀 . Îïðåäåëèì àôôèíîð Φ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Φ𝑋 = 𝑌, Φ𝑌 = −𝑋, Φ
⃒⃒
radΩ

= 0.

Ïîñêîëüêó Φ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (1), èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4 ñëåäóåò, ÷òî

Φ äåéñòâèòåëüíî åñòü àôôèíîð, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω. Ïîëàãàÿ

𝛽 = 𝑔 ∘ 𝐴, ãäå 𝐴 � ïðîåêöèÿ 𝑇𝑀 → radΩ, ïîëó÷àåì ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòóðó

(Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà 𝑀 ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑛− 2.

Ïîñêîëüêó ëþáîå ïàðàêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ðèìàíîâó ìåòðè-

êó, ïîëó÷àåì:

Предложение 2.6. Пусть 𝑀 – паракомпактное многообразие размерно-

сти 𝑛 > 3. Любой глобальный 2-репер (2-корепер) на 𝑀 порождает на 𝑀

субтвисторную структуру с радикалом ранга 𝑛− 2.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî íà ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðå 𝑆4 íå ñóùåñòâóåò ñóáòâèñòîð-

íûõ ñòðóêòóð ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 0 èëè 2½ ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå ñóáòâèñòîð-

íûõ ñòðóêòóð íàä 𝑆4 íå äîïóñêàåò ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, 𝑆4

íå äîïóñêàåò ïî÷òè ýðìèòîâûõ è ïî÷òè êýëåðîâûõ ñòðóêòóð. Îñîáûé êëàññ

ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿþò ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû ñ çàìêíóòîé

ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé è ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò

èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, îãðàíè÷åíèå íà êîòîðîå ñóáòâèñòîðíîé ñòðóê-

òóðû äàåò êýëåðîâó ñòðóêòóðó. Ðàññìîòðèì äàëåå òàêèå ñòðóêòóðû.

§ 3. Субкэлеровы структуры

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð - ñóáêýëåðî-

âû ñòðóêòóðû. Ñóáêýëåðîâû ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êýëå-

ðîâîé ñòðóêòóðû äëÿ âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè

è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü êýëåðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛 > 3 è (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) �

ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 . Êàê ïîêàçàíî â � 2, ðàíã ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷

ðàâåí 2𝑟. Åñëè ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãîëîíîìíûì, òî ìíî-

ãîîáðàçèå 𝑀 ÿâëÿåòñÿ ñëîåíèåì, ò. å. ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑀 ïðîõîäèò

èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄𝑥 : 𝑇𝑦𝑄𝑥 = 𝐷𝑦 äëÿ âñåõ 𝑦 ∈ 𝑄𝑥. Âíåøíÿÿ

2-ôîðìà Ω íå âûðîæäåíà íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄𝑥. Îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ

íà 𝑄𝑥 çàäàåò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó 𝐽 íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄𝑥, ñîõðà-

íÿþùóþ íåâûðîæäåííóþ 2-ôîðìó Ω. Åñëè ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽
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èíòåãðèðóåìà, ò. å. íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄𝑥 ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîìïëåêñ-

íûå êîîðäèíàòû, ñîãëàñîâàííûå ñ äåéñòâèåì ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, òî

𝐽 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄𝑥. Òàêèì îáðàçîì 𝑄𝑥 ñòà-

íîâèòñÿ êîìïëåêñíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â 𝑀 . Â ñëó÷àå çàìêíóòîé 2-ôîðìû Ω

𝑄𝑥 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Определение 3.1. Ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðà-

çèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (𝑂𝑚𝑒𝑔𝑎,𝐷,Φ, 𝛽) âìåñòå ñ ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì 𝑄 ⊂ 𝑀 , òàêàÿ ÷òî 𝑑Ω = 0, è 𝑄 � èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

â 𝑀 : 𝑇𝑥𝑄 = 𝐷𝑥 â â ëþáîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑄, à îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà 𝑄

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà 𝑄.

Замечание 3.2. Èç îïðåäåëåíèÿ ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû è òåîðåìû Ôðî-

áåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìîé è èíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì îïðåäåëÿåò ñóáêýëåðîâó ñòðóê-

òóðó, åñëè îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà íà îäíî èç èíòåãðàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé

äëÿ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ýòîì ïîäìíîãîîáðà-

çèè.

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ðàäèêàë âûðîæäåííîé çàìêíóòîé ðåãóëÿðíîé êîñîñèì-

ìåòðè÷íîé 2-ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 åñòü âïîëíå ãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà 𝑀 . Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 è òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ïîëó÷àåì:

Предложение 3.3. Если вещественное многообразие 𝑀 допускает субк-

элерову структуру, (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽), то radΩ есть инволютивное распределение

касательных подпространств на 𝑀 , и 𝑀 есть слоение с римановыми слоя-

ми.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèÿ, íå äîïóñêàþùåãî êýëåðîâó ñòðóêòó-

ðó, íî äîïóñêàþùåãî ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà âåùåñòâåííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàç-

ìåðíîñòè. Â êà÷åñòâå íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñóáêýëåðîâîé

ñòðóêòóðîé ðàññìîòðèì ãëàâíîå ðàññëîåíèå íàä êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïóñòü 𝑀 � êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 2𝑛, 𝑃 � ãëàâ-

íîå ðàññëîåíèå íàä 𝑀 ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé 𝐺 è ïðîåêöèåé 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 ,

(Θ, 𝐽, ℎ) � êýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝑀 , ãäå ℎ � êýëåðîâà ìåòðèêà íà 𝑀 𝐽 � êîì-

ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 , ñîõðàíÿþùàÿ ìåòðèêó ℎ, è Θ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ

2-ôîðìà êýëåðîâîé ñòðóêòóðû. Ïóñòü 𝐷 � ñâÿçíîñòü â ãëàâíîì ðàññëîåíèè 𝑃 ,

𝜔 � ôîðìà ñâÿçíîñòè 𝐷, è 𝜔𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑟 = dim(𝐺) � êîîðäèíàòíûå 1-ôîðìû

ôîðìû ñâÿçíîñòè, òàêèå ÷òî 𝑑𝜔𝑘 ∧ 𝜔1 ∧ . . . ∧ 𝜔𝑟 = 0 äëÿ ëþáîãî 𝑘. Ïîñëåäíåå

óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 𝑑𝜔𝑘|𝐷 = 0 äëÿ âñåõ 𝑘. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîå

îïðåäåëåíèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà 1-ôîðìû (ñì. [3,4]), ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐷

åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè 𝑃 . Äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑢 ∈ 𝑃

èìååì: 𝑇𝑢𝑃 = 𝐷𝑢 ⊕ 𝑇𝑢𝐺,. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ 𝑑𝜋 íà ðàñïðåäåëåíèå 𝐷

åñòü èçîìîðôèçì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à îãðàíè÷åíèå 𝑑𝜋 íà ðàñïðåäåëå-

íèå 𝑇𝐺 åñòü íóëåâîå îòîáðàæåíèå. Ïîëîæèì Ω = Θ∘𝑑𝜋, Φ𝑋 = (𝑑𝜋−1 ∘𝐽 ∘𝑑𝜋)𝑋
ïðè 𝑋 ∈ 𝐶1(𝐷), Φ𝑋 = 0 ïðè 𝑋 ∈ 𝐶1(𝑇𝐺). Ïîëó÷àåì, ÷òî Ω åñòü çàìêíóòàÿ

ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà íà 𝑃 ñ ðàäèêàëîì 𝑇𝐺, à Φ åñòü àôôèíîð, àññîöèèðîâàí-

íûé ñ 2-ôîðìîé Ω. Èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó



6 Е.С. КОРНЕВ

𝑢 ∈ 𝑃 ïðîõîäèò èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄𝑢 : 𝑇𝑄𝑢
⃒⃒
𝑄𝑢

= 𝐷
⃒⃒
𝑄𝑢
. Ïîñêîëü-

êó îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄𝑢 åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà íà 𝑄𝑢, èçîìîðôíàÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðå 𝐽 íà 𝑀 , îãðàíè÷åíèå

Φ íà ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄𝑢 åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄𝑢, ñîõðàíÿþùàÿ

âíåøíþþ 2-ôîðìó Ω. Íà ãðóïïå Ëè 𝐺 âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ

ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔0. Ïîëàãàÿ 𝛽
⃒⃒
radΩ

= 𝑔0, rad𝛽 = 𝐷, ïîëó÷àåì ìåòðèêó ðà-

äèêàëà 𝛽 íà 𝑃 . Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà 𝑃 ñ

ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑟.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãëàâíîå ðàññëîåíèå 𝑃 íàä êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì 𝑀

äîïóñêàåò ñâÿçíîñòü ñ çàìêíóòîé ôîðìîé ñâÿçíîñòè, òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëî-

âèÿ ïðèìåðà âûøå, è êýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝑀 âìåñòå ñ òàêîé ñâÿçíîñòüþ

ïîðîæäàåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèè 𝑃 . Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷à-

åì:

Предложение 3.4. Пусть 𝑃 – главное расслоение над кэлеровым много-

образием 𝑀 , 𝑟 – размерность слоя расслоения 𝑃 , и 𝐷 – связность на 𝑃 с

замкнутой формой связности. Тогда кэлерова структура на 𝑀 и связность

𝐷 порождают субкэлерову структуру с радикалом ранга 𝑟 на 𝑃 .

Замечание 3.5. Åñëè ãëàâíîå ðàññëîåíèå 𝑃 âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 2𝑛+

1 íàä êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 äîïóñêàåò ñâÿçíîñòü ñ çàìêíóòîé ôîðìîé

ñâÿçíîñòè, òî 𝑃 íå äîïóñêàåò êýëåðîâûõ ñòðóêòóð, íî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

3.4, äîïóñêàåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó, è ìíîãîîáðàçèå 𝑃 ñîäåðæèò êýëåðîâû

ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè

𝑀 àôôèíîð Φ åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â ñëîÿõ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷.

Êîìïëåêñèôèêàöèÿ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 åñòü ñóììà Óèòíè ïîäðàññëîåíèé

𝐷(1,0) è 𝐷(0,1), ãäå 𝐷(1,0) � ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé òèïà (1,0), 𝐷(0,1) �

ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé òèïà (0,1) (ñì. [6, ãëàâà 9]). Ýòî ïîçâîëÿåò ïî-

ëó÷èòü óñëîâèå, êîãäà ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé

2-ôîðìîé èíäóöèðóåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó:

Предложение 3.6. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура на ве-

щественном многообразии𝑀 , такая что 𝑑Ω = 0, и распределения 𝐷,𝐷(0,1), 𝐷(0,1)

на 𝑀 инволютивны. Тогда эта субтвисторная структура индуцирует на 𝑀

субкэлерову структуру, и любое интегральное подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄
есть кэлерово подмногообразие в 𝑀 .

Доказательство. Ïîñêîëüêó âåùåñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 èíâîëþòèâ-

íî, èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑀 ïðîõîäèò

èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 ñëåäóåò,

÷òî Φ åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ïîäìíîãîîáðàçèè 𝑄. Ïîñêîëüêó

êîìïëåêñèôèêàöèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑄 ëåæèò â êîìïëåêñèôèêàöèè

ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷, óñëîâèÿ èíâîëþòèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèé 𝐷(1,0) è 𝐷(0,1)

âëå÷åò, ÷òî Φ åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄 (ñì. [6, ãëàâà9]). Òàêèì îáðà-

çîì, âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 3.1, è 𝑄 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò ïðèìåð ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ íå

èíäóöèðóåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó:
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Предложение 3.7. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝐷Ω = 0 – субтвисторная струк-

тура на вещественном многообразии 𝑀 , и [𝐷,𝐷]𝑥 ⊆ radΩ𝑥 в каждой точке

𝑥 ∈ 𝑀 . Тогда для рабочего расслоения 𝐷 не существует интегральных под-

многообразий 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â 𝑀 ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑄 [𝐷,𝐷]𝑥 =

[𝑇𝑄, 𝑇𝑄]𝑥 ⊆ 𝑇𝑥𝑄 = 𝐷𝑥, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ [𝐷,𝐷]𝑥 ⊆ radΩ𝑥.

Ïóñòü (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè

𝑀 . Ïîñêîëüêó àôôèíîð Φ çàäàåò îðèåíòàöèþ â ñëîÿõ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷,

ïåðâûé êëàññ Øòèôôåëÿ-Óèòíè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 ðàâåí 0. Åñëè âåê-

òîðíîå ðàññëîåíèå 𝐸 äîïóñêàåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, âñþäó îòëè÷íîå îò íóëÿ, òî

êëàññ Ýéëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸 ðàâåí 0 (ñì. [7]). Ïóñòü 𝜆2(𝑀,R) � ðàñ-
ñëîåíèå âåùåñòâåííûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì íà𝑀 . Ïîñêîëüêó ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ 2-ôîðìà Ω åñòü ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝜆2(𝑀,R),
âñþäó îòëè÷íîå îò íóëÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè ñóáêýëåðîâîé èëè ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû:

Предложение 3.8. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности

> 3. Если на𝑀 существует субтвисторная (субкэлерова) структура (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽),

то 𝑤1(𝐷) = 𝑒(𝜆2(𝑀,R)) = 0, где 𝑤1(𝐷) – первый класс Штиффеля-Уитни

векторного расслоения 𝐷, а 𝑒(𝜆2(𝑀,R)) – класс Эйлера векторного расслоения
𝜆2(𝑀,R).

Êàê áûëî îòìå÷åíî â � 2, ÷åòûðåõìåðíàÿ ñôåðà íå äîïóñêàåò ñóáòâèñòîð-

íûõ ñòðóêòóð, à çíà÷èò íå äîïóñêàåò è ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð. Èíâàðèàíòíûå

ïðèìåðû ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé íà ãðóï-

ïàõ Ëè è îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî íàéòèâ [3] è [5]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîëó÷èòü äðóãèå ïðèìåðû ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð, íàì ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûé îáúåêò, ê îïèñàíèþ êîòîðîãî ìû ïåðåéäåì äàëåå.

§ 4. Тензоры кручения субтвисторной структуры

Çäåñü ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ è èíäóöèðîâàííîãî êðó÷å-

íèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ Ìîæíî îïèñàòü êîãäà ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà ñ çà-

ìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé èíäóöèðóåò ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó, à âå-

ùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

êýëåðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ è ðèìàíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Определение 4.1. Òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽)

íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå òåíçîðíîå ïîëå𝑁 òèïà (2, 1), îïðå-

äåëåííîå íà ïàðå âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑁(𝑋,𝑌 ) = [Φ𝑋,Φ𝑌 ]− Φ[Φ𝑋,𝑌 ]− Φ[𝑋,Φ𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ],

ãäå [𝑋,𝑌 ] � ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋 è 𝑌 .

Èç îïðåäåëåíèÿ 4.1 è îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëüíîãî

ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 îãðàíè÷åíèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ 𝑁 íà 𝑄 åñòü
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òåíçîð Íåéåíõåéñà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Φ|𝑄. Èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé
ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà 𝑄 ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ 𝑁 |𝑄 = 0 (ñì. [6,

ãëàâà 9]).

Теорема 4.2. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности 𝑛 >
3, и (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура на 𝑀 с радикалом ранга 𝑟 >
1, замкнутой фундаментальной 2-формой Ω и нулевым тензором кручения.

Тогда рабочее расслоение 𝐷 есть вполне голономное распределение на𝑀 , любое

интегральное подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 есть кэлерово подмногообразие

комплексной размерности 𝑛−𝑟
2 , и (𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) есть субкэлерова структура

на 𝑀 .

Доказательство. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà ðàñ-

ïðåäåëåíèå radΩ ÷åðåç 𝑋𝑅. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî Φ(𝑇𝑀) = 𝐷. Åñëè

𝑋,𝑌 ∈ 𝐶∞(𝐷), òî èç îïðåäåëåíèÿ 4.1 ïîëó÷àåì:

𝑁𝑅(𝑋,𝑌 ) = [Φ𝑋,Φ𝑌 ]𝑅.

Óñëîâèå 𝑁 = 0 âëå÷åò 𝑁𝑅 = 0, îòêóäà [Φ𝑋,Φ𝑌 ]𝑅 = 0. Ïîñêîëüêó Φ åñòü

ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì ñëîåâ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðå-

äåëåíèå 𝐷 èíâîëþòèâíî. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå

âïîëíå ãîëîíîìíî, à ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 𝑥 ∈𝑀 ïðîõîäèò ïîä-

ìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄. Îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà ëþáîå òàêîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄, è îãðàíè÷åíèå òåíçîðà

êðó÷åíèÿ 𝑁 íà 𝑄 åñòü åå òåíçîð Íåéåíõåéñà. Óñëîâèå 𝑁 = 0 âëå÷åò, ÷òî Φ åñòü

êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄, è 𝑄 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå êîìïëåêñíîé

ðàçìåðíîñòè 𝑛−𝑟
2 . Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 3.1, è óòâåðæäåíèå

äîêàçàíà.

Â [3] ââåäåíî ïîíÿòèå íîðìàëüíîé àôôèíîðíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Çäåñü

ìû îáîáùèì ýòî ïîíÿòèå äëÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ ïðîèçâîëüíîé ôóí-

äàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé. Òàêèå ñóáòâèñòîðíûå ñòðóêòóðû äàþò êëàññ ñóáòâè-

ñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðó÷åíèÿ.

Определение 4.3. Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀), 𝑌 ∈ 𝐶∞(𝐷) [𝑋,Φ𝑌 ] =

Φ[𝑋,𝑌 ].

Теорема 4.4. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности > 3,

(Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – нормальная субтвисторная структура на 𝑀 , и 𝑑Ω = 0. Тогда

рабочее расслоение 𝐷 есть вполне голономное распределение на 𝑀 , любое ин-

тегральное подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 есть кэлерово подмногообразие в

𝑀 , и множество всех гладких сечений рабочего расслоения 𝐷 есть идеал в

алгебре векторных полей на 𝑀 .

Доказательство. Ïóñòü 𝑁 � òåíçîð êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû

(Ω, 𝐷,Φ, 𝛽). Èç îïðåäåëåíèÿ 4.1 äëÿ ëþáûõ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶∞(𝐷) èìååì:

𝑁(𝑋,𝑌 ) = [Φ𝑋,Φ𝑌 ]− Φ[Φ𝑋,𝑌 ]− Φ[𝑋,Φ𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ] =

= Φ2[𝑋,𝑌 ]− Φ2[𝑋,𝑌 ]− Φ2[𝑋,𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ] = 0.
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Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.3, äëÿ ëþáûõ 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝐷), 𝑌 ∈ 𝐶∞(radΩ) èìååì:

𝑁(𝑋,𝑌 ) = −Φ[Φ𝑋,𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ] = 0.

Ïîñêîëüêó 𝑁
⃒⃒
radΩ

= 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑁 = 0 íà 𝑀 . Èç òåîðåìû

4.2 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü âïîëíå ãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà 𝑀 , è ëþáîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 åñòü êýëåðîâî

ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Òàê êàê𝐷 � âïîëíå ãîëîíîìíîå ðàñïðåäåëåíèå íà𝑀 , èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà

ñëåäóåò, ÷òî 𝐷 åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà𝑀 . Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî

𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) Φ𝑋 ∈ 𝐶∞(𝐷). Äëÿ ëþáûõ 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝐷), 𝑌 ∈ 𝐶∞(radΩ) èìååì:

[Φ𝑋,𝑌 ] = Φ[𝑋,𝑌 ] ∈ 𝐶∞(𝐷).

Ïîñêîëüêó Φ åñòü ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì ñëîåâ ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷, ðàñ-

ïðåäåëåíèå 𝐷 èíâîëþòèâíî, è 𝐶∞(𝑇𝑀) = 𝐶∞(𝐷) ⊕ 𝐶∞(radΩ), ïîëó÷àåì, ÷òî

𝐶∞(𝐷) åñòü èäåàë â 𝐶∞(𝑇𝑀).

Замечание 4.5. Èç òåîðåìû 4.4 è ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íîð-

ìàëüíîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 âñåãäà ñóùåñòâóþò

èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, 𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅, îäíàêî 𝑀
ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî 𝑄×𝑅 òîëüêî òîãäà, êîãäà [𝐷, radΩ] = 0.

Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) ñ íåíóëåâûì ðàäèêàëîì íà ìíîãîîáðà-

çèè𝑀 âñåãäà çàäàåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 â ïðÿìóþ ñóììó

ðàñïðåäåëåíèé êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐷 è radΩ. Ñ ýòîé ïàðîé ðàñïðåäå-

ëåíèé ìîæíî ñâÿçàòü ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ

𝜓 : 𝜓|𝐷 = Φ2 = − id, 𝜓
⃒⃒
radΩ

= id .

Äëÿ ñòðóêòóðû ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ 𝜓 îïðåäåëåí òåíçîð êðó÷åíèÿ 𝑝𝜓:

𝑃𝜓(𝑋,𝑌 ) = [𝜓𝑋,𝜓𝑌 ] + [𝑋,𝑌 ]− 𝜓[𝜓𝑋, 𝑌 ]− 𝜓[𝑋,𝜓𝑌 ],

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀).

Áóäåì íàçûâàòü òåíçîð 𝑃𝜓 тензором индуцированного кручения ñóáòâèñòîðíîé

ñòðóêòóðû. Óñëîâèå 𝑃𝜓 = 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîãîîáðàçèå 𝑀 ëîêàëü-

íî äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèé 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 è

𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅 (ñì. [8]). Â ñëó÷àå, êîãäà 𝑑Ω = 0, Åñëè òåíçîð êðó÷åíèÿ

ýòîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ðàâåí 0 íà 𝑀 , òî èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî

(𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) åñòü ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝑀 . Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà

ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû

ΩΦ : ΩΦ(𝑋,𝑌 ) = Ω(𝑋,Φ𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀)

åñòü êýëåðîâà ìåòðèêà íà 𝑄, îãðàíè÷åíèå ìåòðèêè ðàäèêàëà 𝛽 íà ïîäìíîãî-

îáðàçèå 𝑅 åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑅, à ìåòðèêà 𝑔 = ΩΦ + 𝛽 åñòü ìåòðèêà

ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà 𝑄×𝑅. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

Предложение 4.6. Если вещественное многообразие 𝑀 допускает субкэ-

лерову структуру с радикалом ранга 𝑟 > 1 и нулевым тензором индуцирован-

ного кручения, то 𝑀 локально изометрично прямому произведению кэлерова

подмногообразия 𝑄 коразмерности 𝑟 и риманова подмногообразия 𝑅 размерно-

сти 𝑟.
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Òåíçîðû êðó÷åíèÿ è èíäóöèðîâàííîãî êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû

ìîæíî îáúåäèíèòü â îäèí îáúåêò.

Определение 4.7. Ïóñòü (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà âåùå-

ñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , 𝑔 = ΩΦ + 𝛽 � àññîöèèðîâàííàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà

íà 𝑀 , 𝑇C𝑀 = C⊗𝑇𝑀 � êîìïëåêñèôèêàöèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 , 𝑁 �

òåíçîð êðó÷åíèÿ ýòîé ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû, è 𝑝𝜓 � òåíçîð èíäóöèðîâàííî-

ãî êðó÷åíèÿ. Êîìïëåêñíûì êðó÷åíèåì ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû íàçûâàåòñÿ

òðèëèíåéíàÿ ôîðìà 𝜏 íà 𝑀 :

𝜏(𝑋,𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝑁(𝑋,𝑌 ), 𝑍) + 𝑖𝑔(𝑝𝜓(𝑋,𝑌 ), 𝑍),

𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐶∞(𝑇C𝑀), 𝑖 =
√
−1.

Ñðàçó èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝜏 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑁 =

𝑃Ψ = 0. Èç òåîðåìû 4.2 è ïðåäëîæåíèÿ 4.6 ïîëó÷àåì:

Следствие 4.8. Если вещественное многообразие 𝑀 допускает субтви-

сторную структуру с радикалом ранга 𝑟 > 1, замкнутой фундаментальной

2-формой и нулевым комплексным кручением, то 𝑀 локально изометрично

прямому произведению кэлерова подмногообразия 𝑄 коразмерности 𝑟 и рима-

нова подмногообразия 𝑅 размерности 𝑟.

Çàìåòèì, ÷òî äèâèçîð êîìïëåêñíîãî êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû íà

âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî íóëåé êîìïëåêñíîé

òðèëèíåéíîé ôîðìû. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íóëåé ëþáîé ïîëèëèíåéíîé ôîð-

ìû âñåãäà åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, è äëÿ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 ëþáîå

íåïóñòîå îòêðûòîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ 𝑀 , ïîëó÷àåì:

Следствие 4.9. Если дивизор комплексного кручения субтвисторной струк-

туры (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 на вещественном связном многообразии 𝑀 есть

открытое множество в 𝑀 , то (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) индуцирует субкэлерову струк-

туру на 𝑀 , распределение 𝐷 вполне голономно, и 𝑀 локально изометрично

прямому произведению кэлерова подмногообразия 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 и риманова

подмногообразия 𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅.

Îáîáùàÿ ïîëó÷åíûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì:

Следствие 4.10. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура с ради-

калом ранга > 1, замкнутой фундаментальной 2-формой, тензором кручения

𝑁 , тензором индуцированного кручения 𝑝𝜓 и комплексным кручением 𝜏 на

вещественном многообразии 𝑀 размерности > 3.

1) Если 𝑁 = 0, то 𝐷 есть вполне голономное распределение на 𝑀 , и любое

интегральное подмногообразие 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 есть кэлерово подмного-

образие в 𝑀 ;

2) Если 𝑝𝜓 = 0, то распределение 𝐷 вполне голономно, и 𝑀 локально

изометрично прямому произведению почти кэлерова подмногообразия

𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 и риманова подмногообразия 𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅;
3) Если 𝜏 = 0, то распределение 𝐷 вполне голономно, и 𝑀 локально изо-

метрично прямому произведению кэлерова подмногообразия 𝑄 : 𝑇𝑄 =

𝐷|𝑄 и риманова подмногообразия 𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅.
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Ïóñòü (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) � ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ,

𝑔 � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 èç ðàâåíñòâà (2), è ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòòû

ìåòðèêè 𝑔. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇𝐷 îãðàíè÷åíèå ñâÿçíîñòè ∇ íà ðàáî÷åå ðàññëîå-

íèå 𝐷. Äëÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ èíâîëþòèâíûì ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì,

â ÷àñòíîñòè äëÿ ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû, ∇𝐷 åñòü ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòòû

îãðàíè÷åíèÿ ìåòðèêè 𝑔 íà ëþáîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄.

Теорема 4.11. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура на веще-

ственном многообразии 𝑀 размерности > 3, и 𝑃𝜓 – тензор индуцированного

кручения этой субтвисторной структуры. Если ∇𝐷Φ = 0 и 𝑃𝜓 = 0, то в 𝑀

существуют кэлерово подмногообразие 𝑄 и риманово подмногообразие 𝑅 та-

кие, что 𝑀 локально изометрично 𝑄 × 𝑅, и (𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) есть субкэлерова

структура на 𝑀 .

Доказательство. Èç óñëîâèÿ 𝑃𝜓 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷 è radΩ

èíâîëþòèâíû (ñì. [8]). Ñëåäñòâèå 4.10 äàåò, ÷òî â 𝑀 ñóùåñòâóþò ðèìàíîâû

ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄, 𝑅 : 𝑇𝑅 = radΩ|𝑅, è 𝑀 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî

𝑄 × 𝑅. Óñëîâèå ∇𝐷Φ = 0 âëå÷åò, ÷òî Φ åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄 è

𝑑Ω|𝑄 = 0 (ñì. [6, ãëàâà 9]). Ïîñêîëüêó 𝑇𝑄 = 𝐷|𝑄 è ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà Ω

ìîæåò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà ðàáî÷åì ðàññëîåíèè 𝐷, ïî-

ëó÷àåì 𝑑Ω = 0 íà 𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ

ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû, è 𝑄 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Замечание 4.12. Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìà 4.11 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè

óñëîâèå ∇𝐷Φ = 0 çàìåíèòü íà óñëîâèå ∇Φ = 0. Ïðè ýòîì, îãðàíè÷åíèå ∇Φ íà

radΩ âñåãäà ðàâíî 0, êîãäà radΩ åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå.

§ 5. Инвариантные субкэлеровы структуры на группах Ли

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè ñóá-

êýëåðîâû ñòðóêòóðû. Òàêèå ñòðóêòóðû óäîáíû òåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíû

çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê àëãåáðàè÷åñêèì, à òàêæå ïîëó÷èòü áîëüøå ïðèìåðîâ

ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð.

Ïóñòü 𝐺 � âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè > 3, 𝐿𝑔 : 𝐺 → 𝐺 : 𝐿𝑔(𝑥) =

𝑔𝑥, äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝐺 � îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà íà ãðóïïå 𝐺, è 𝑑𝐿𝑔 : 𝑇𝑥𝐺→
𝑇𝑥𝐺 � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ 𝐿𝑔. Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽)

íà ãðóïïå Ëè 𝐺 íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ: Ω è 𝛽 � ëåâîèíâàðèàíòíûå 2-ôîðìû íà ãðóïïå 𝐺, 𝐷 � ëåâîèíâàðè-

àíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝐺, è äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺 𝑑𝐿𝑔 ∘ Φ = Φ ∘ 𝑑𝐿𝑔. Ïóñòü g �

àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè 𝐺, à exp : g → 𝐺 � ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Èç

ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.1. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽 – левоинвариантная субкэлерова струк-

тура с радикалом ранга > 1 на группе Ли 𝐺. Тогда radΩ есть подалгебра в

алгебре Ли g, порождающая связную подгруппу 𝑅 = exp(radΩ) в 𝐺.
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Ïîäãðóïïà 𝑅 = exp(radΩ) íàçûâàåòñÿ подгруппой радикала. Ïîäãðóïïà ðà-

äèêàëà äëÿ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé ïî-

äðîáíî èçó÷åíà â [3]. Ïîëó÷åííûé äëÿ òàêèõ ñòðóêòóð â [3] ðåçóëüòàò, ìîæ-

íî ëåãêî îáîáùèòü äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáòâèñòîðíûõ ñòðóêòóð ñ ïðîèç-

âîëüíîé çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ad𝑔
äèôôåðåíöèàë âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà 𝐴𝑔, ïîðîæäåííîãî ýëåìåíòîì 𝑔 íà

ãðóïïå Ëè 𝐺.

Предложение 5.2. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – левоинвариантная субтви-

сторная структура на группе Ли 𝐺 с нетривиальной подгруппой радикала

𝑅. Если метрика радикала 𝛽 𝑅-биинвариантна, то рабочее расслоение 𝐷

Ad𝑅-инвариантно, и [𝐷, radΩ] ⊆ 𝐷.

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè ïîçâî-

ëÿåò îïèñàòü ëîêàëüíóþ ãåîìåòðèþ ýòîé ãðóïïû.

Теорема 5.3. Пусть 𝐺 – вещественная группа Ли размерности > 3, и

(Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – левоинвариантная субтвисторная структура на 𝐺 с

тензором кручения 𝑁 .

1) Если 𝑁 = 0, то 𝐷 есть подалгебра в алгебре Ли g, и exp(𝐷) есть кэле-

рово подмногообразие в 𝐺;

2) Если группа Ли 𝐺 односвязна, 𝑁 = 0, и Ad*𝑅 𝛽 = 𝛽, то группа 𝐺 ло-

кально изоморфна полупрямому произведению

𝑅o𝑄, 𝑅 = exp(radΩ), 𝑄 = exp(𝐷).

Доказательство. Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü

ïîäàëãåáðà â àëãåáðå Ëè g, è îãðàíè÷åíèå ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû íà ïîä-

ãðóïïó 𝑄 = exp(𝐷) åñòü êýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝑄. Åñëè Ad*𝑅 𝛽 = 𝛽, òî èç

ñëåäñòâèÿ 5.1 è ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ïîëó÷àåì, ÷òî radΩ åñòü ïîäàëãåáðà â àëãåáðå

Ëè g è [𝐷, radΩ] ⊆ 𝐷. Òàêèì îáðàçîì àëãåáðà Ëè g èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ ïîäàëãåáð radΩ o 𝐷. Ïîñêîëüêó äëÿ îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè

èçîìîðôèçì àëãåáð Ëè âëå÷åò ëîêàëüíûé èçîìîðôèçì ãðóïï Ëè (ñì. [9]), ïî-

ëàãàÿ 𝑅 = exp(radΩ), äëÿ îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè 𝐺 ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐺 ëîêàëüíî

èçîìîðôíà 𝑅o𝑄.

Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ãðóïïû Ëè, íà êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò êýëåðîâîé

ñòðóêòóðû, íî ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà.

Пример 1. Ïóñòü 𝐻 � âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè 2𝑛, 𝐿 � âåùå-

ñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè 1, è 𝐺 = 𝐻 o 𝐿 � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ýòèõ ãðóïï. Ïîñêîëüêó dim(𝐺) = 2𝑛+ 1, íà 𝐺 íå ñóùåñòâóåò êýëåðîâîé ñòðóê-

òóðû. Ïóñòü 𝜉 � ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ãðóïïå 𝐻, è 𝛼 � ëåâîèí-

âàðèàíòíàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà íà 𝐻, òàêàÿ ÷òî 𝛼(𝜉) = 1. Ïóñòü 𝑍 � ëåâîèíâà-

ðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ãðóïïå 𝐿, ïîðîæäàþùåå àëãåáðó Ëè ãðóïïû 𝐿 è h

� àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè 𝐻. Äëÿ ëþáîãî 𝑋 ∈ h ïîëîæèì [𝑋,𝑍] = 𝛼(𝑥)𝑍. Ïîëó-

÷àåì [𝜉, 𝑍] = 𝑍, ò. å. âåêòîðíûå ïîëÿ 𝜉, 𝑍 ïîðîæäàþò äâóìåðíóþ ïîäàëãåáðó 𝐷

â àëãåáðå Ëè g. Âåêòîðíîå ïîëå 𝑍 ïîðîæäàåò íà ãðóïïå 𝐺 ëåâîèíâàðèàíòíóþ
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1-ôîðìó 𝜂 : 𝜂(𝑍) = 1, 𝜂(𝑋) = 0, 𝑋 ∈ h. Èìååì:

𝑑𝜂(𝑋,𝑌 ) = − 1
2 𝜂([𝑋,𝑌 ]), 𝑋, 𝑌 ∈ g,

𝑑𝜂(𝑋,𝑍) = 0, 𝑋 ∈ ker𝛼,

𝑑𝜂(𝜉, 𝑍) = − 1
2 .

Ïîëó÷àåì, ÷òî rad(𝑑𝜂) = ker𝛼 è 𝐷 � åñòü ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ 2-ôîðìû 𝑑𝜂.

Ïóñòü 𝑏 � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ãðóïïå Ëè𝐺. Îïðåäåëèì àô-

ôèíîð Φ íà 𝐺 ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4. Ïîñêîëüêó ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå 𝐷 åñòü ïîäàëãåáðà â àëãåáðå Ëè g, ãðóïïà 𝐺 ñîäåðæèò äâóìåðíóþ

ïîäãðóïïó 𝑄 = exp(𝐷), è îãðàíè÷åíèå àôôèíîðà Φ íà 𝑄 åñòü ëåâîèíâàðèàíò-

íàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄. Îïðåäåëèì íà 𝐺 ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó

ðàäèêàëà 𝛽 : 𝛽
⃒⃒
ker𝛼

= 𝑏, rad𝛽 = 𝐷. Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì íà 𝐺 ëåâîèíâàðèàíò-

íóþ ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó (𝑄, 𝑑𝜂,𝐷,Φ, 𝛽) ñ ðàäèêàëîì ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà.

Ïóñòü (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íà

ãðóïïå Ëè𝐺 ñ ïîäãðóïïîé ðàäèêàëà𝑅. Àôôèíîð Φ íàçûâàåòñÿAd𝑅-èíâàðèàíòíûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî ℎ ∈ 𝑅 Adℎ ∘Φ = Φ ∘ Adℎ. Ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà íàçûâà-

åòñÿ Ad𝑅-èíâàðèàíòíîé, åñëè áèëèíåéíûå ôîðìû Ω, 𝛽, àôôèíîð Φ è ðàáî÷åå

ðàññëîåíèå 𝐷 Ad𝑅-èíâàðèàíòíû. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå

Ad𝑅-èíâàðèàíòíîñòè ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ ñëåäóåò èç óñëîâèÿAd𝑅-èíâàðèàíòíîñòè

ìåòðèêè ðàäèêàëà 𝛽.

Теорема 5.4. Любая левоинвариантная субтвисторная структура (Ω, 𝐷Φ, 𝛽) :

𝑑Ω = 0 на группе Ли 𝐺 с нетривиальной подгруппой радикала 𝑅 и Ad𝑅-инвариантным

аффинором Φ является нормальной и порождает левоинвариантную субкэле-

рову структуру на 𝐺.

Доказательство. Ïîñêîëüêó 𝑅 = exp(radΩ), äëÿ ëþáîãî ℎ ∈ 𝑅 ñóùåñòâóåò

𝑋 ∈ radΩ : ℎ = exp(𝑋). Èç óñëîâèÿ Adℎ ∘Φ = Φ ∘Adℎ äëÿ ëþáîãî

𝑌 ∈ g [𝑋,Φ𝑌 ] = Φ[𝑋,𝑌 ],

òî åñòü âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 4.3. Èç òåîðåìû 4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäãðóïïà

𝑄 = exp)𝐷) åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝐺, òàêîå ÷òî (𝑄,Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) åñòü

ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà 𝐺.

Èç òåîðåìû 5.4 è òåîðåìû 5.3 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.5. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) : 𝑑Ω = 0 – Ad𝑅-инвариантная субтви-

сторная структура на односвязной группе Ли 𝐺 с нетривиальной подгруппой

радикала 𝑅. Тогда группа 𝐺 локально изоморфна полупрямому произведению

𝑅 o𝑄, где 𝑄 = exp(𝐷), и ограничение этой субтвисторной структуры на 𝑄

есть левоинвариантная кэлерова структура.

Äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó ìîæíî

ïîñòðîèòü, èìåÿ òîëüêî âûðîæäåííóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ çàìêíóòóþ 2-ôîðìó.

Пример 2. Ïóñòü 𝐺 � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè > 3, è Ω � ëåâîèíâàðè-

àíòíàÿ çàìêíóòàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà ãðóïïå 𝐺 ñ íåòðèâèàëüíîé

êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé ðàäèêàëà 𝑅. Íà ãðóïïå 𝐺 âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü

ëåâîèíâàðèàíòíóþ Ad𝑅-èíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó 𝜌 (ñì. [10]). Äëÿ
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çàìêíóòîé 2-ôîðìû radΩ åñòü ïîäàëãåáðà â àëãåáðå Ëè g. Ïóñòü 𝐷 � îðòî-

ãîíàëüíîå, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝜌, äîïîëíåíèå ê ïîäàëãåáðå radΩ â g. Ïî-

ñêîëüêó ìåòðèêà 𝜌 Ad𝑅-èíâàðèàíòíà, 𝐷 åñòü Ad𝑅-èíâàðèàíòíîå ðàáî÷åå ðàñ-

ñëîåíèå (ñì. [10]). Îïðåäåëèì àôôèíîð Φ, àññîöèèðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω, ñ

ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (1) â ïðåäëîæåíèè 2.4. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé àôôèíîð

ÿâëÿåòñÿ Ad𝑅-èíâàðèàíòíûì. Îïðåäåëèì ìåòðèêó ðàäèêàëà 𝛽 íà 𝐺, ïîëàãàÿ

𝛽|𝑅 = 𝜌, rad𝛽 = 𝐷. Ìû ïîëó÷èëè Ad𝑅-èíâàðèàíòíóþ ñóáòâèñòîðíóþ ñòðóêòó-

ðó (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà 𝐺. Èç òåîðåìû 5.4 ñëåäóåò, ÷òî ýòà ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà

íîðìàëüíà, è ïîäãðóïïà 𝑄 = exp(𝐷) åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝐺. Òî

åñòü ìû ïîëó÷èëè Ad𝑅-èíâàðèàíòíóþ ñóáêýëåðîâó ñòðóêòóðó íà 𝐺.

Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà ðàäèêàëà åñòü çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà, è ëþáàÿ çàìêíó-

òàÿ ïîäãðóïïà êîìïàêòíîé ãðóïïû êîìïàêòíà, ïîëó÷àåì:

Предложение 5.6. Пусть 𝐺 – компактная группа Ли размерности > 3.

Любая замкнутая левоинвариантная кососимметричная 2-форма с нетриви-

альной подгруппой радикала 𝑅 порождает на 𝐺 Ad𝑅-инвариантную субкэле-

рову структуру, а следовательно порождает подгруппу 𝑄, которая является

кэлеровым подмногообразием в 𝐺.

Замечание 5.7. Çàìåòèì, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà

ãðóïïå Ëè 𝐺 ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì ïîä-

ìíîãîîáðàçèåì, íî íåâñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ïîäãðóïïîé, òàê êàê äëÿ

êîìïëåêñíîé ïîäãðóïïû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ áûëà ãîëîìîðô-

íîé.

§ 6. Субкэлеровы структуры на алгеброидах Ли

Çäåñü ìû îáîáùèì ïîíÿòèå ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñå÷å-

íèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé âåêòîð-

íûõ ðàññëîåíèé - àëãåáðîèäû Ëè, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ âñåãäà îïðåäåëåí âíåøíèé

äèôôåðåíöèàë êîñîñèììåòðè÷íûõ ïîëèëèíåéíûõ ôîðì íà ñå÷åíèÿõ.

Ïóñòü 𝐸 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì𝑀 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè îïðåäåëåíà ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà, åñëè îíà äåéñòâóåò

íà ñå÷åíèÿõ ýòîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Åñëè Ω � âûðîæäåííàÿ êîñîñèì-

ìåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè 𝐸, òî åå ðàáî÷èì ðàññëîåíèåì

íàçûâàåòñÿ ïîäðàññëîåíèå 𝐷 íàä 𝑀 , íà êîòîðîì 2-ôîðìà Ω íå âûðîæäåíà, ò.

å. óñëîâèå 𝐼𝜎 Ω = 0 âûïîëíåíî òîëüêî ïðè 𝜎 = 0, ãäå 𝜎 ∈ 𝐶∞(𝐸). Àññîöè-

èðîâàííûé ñ 2-ôîðìîé Ω àôôèíîð è ìåòðèêà ðàäèêàëà îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî

òàêæå, êàê äëÿ ìíîãîîáðàçèé â � 2. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñóáòâèñòîðíóþ

ñòðóêòóðó íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè òàêæå, êàê äëÿ ìíîãîîáðàçèé â � 2. ×òîáû

îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, íåîáõî-

äèìî íàëè÷èå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì íà ñå÷å-

íèÿõ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé

âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, äëÿ êîòîðûõ âñåãäà îïðåäåëåí âíåøíèé äèôôåðåíöèàë.

Алгеброидом Ли íàä ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå 𝐸

íàä 𝑀 , òàêîå ÷òî íà ìíîæåñòâå ñå÷åíèé ýòîãî ðàññëîåíèÿ çàäàíà îïåðàöèÿ

ñêîáêè Ëè ñå÷åíèé [𝜎, 𝜏 ], 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐶∞(𝐸), è çàäàíî îòîáðàæåíèå 𝐴 : 𝐶∞(𝐸) →
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𝐶∞(𝑇𝑀), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ëè, è äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 íà 𝑀 è ëþáûõ ñå÷åíèé 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐶∞(𝐸)

[𝜎, 𝑓𝜏 ] = (𝐴𝜎)(𝑓)𝜏 + 𝑓 [𝜎, 𝜏 ].

Îòîáðàæåíèå 𝐴 íàçûâàåòñÿ якорем àëãåáðîèäà Ëè. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî íà àë-

ãåáðîèäå Ëè ìîæíî îïðåäåëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë, à ñëåäîâàòåëüíî ïîíÿ-

òèÿ çàìêíóòûõ è òî÷íûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

ïîíÿòèå ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû íà àëãåáðîèäå Ëè:

Определение 6.1. Ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé íà àëãåáðîèäå Ëè 𝐸 íàçûâà-

åòñÿ ñóáòâèñòîðíàÿ ñòðóêòóðà (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé âåêòîðíîãî

ðàññëîåíèÿ 𝐸, òàêàÿ ÷òî 𝑑Ω = 0 è 𝐷 åñòü èíâîëþòèâíîå ïîäðàññëîåíèå â 𝐸.

Òàêæå êàê â � 4 äëÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû íà àëãåáðîèäå Ëè ìîæíî îïðå-

äåëèòü òåíçîð êðó÷åíèÿ è òåíçîð èíäóöèðîâàííîãî êðó÷åíèÿ. Òàêæå, êàê òåî-

ðåìó 4.2 äëÿ ìíîãîîáðàçèé, äëÿ àëãåáðîèäîâ Ëè ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:

Теорема 6.2. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура с замкну-

той фундаментальной 2-формой и нулевым тензором кручения на алгеброи-

де Ли 𝐸 ранга > 3. Тогда эта субтвисторная структура есть субкэлерова

структура на 𝐸, 𝐷 есть подалгеброид в 𝐸, и Φ есть комплексная структура

в слоях векторного расслоения 𝐷.

Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà ñóáêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà àëãåáðîèäå

Ëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 .

Предложение 6.3. Пусть 𝐸 – алгеброид Ли ранга > 3 над вещественным

многообразием 𝑀 размерности > 3, (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субтвисторная структура

с замкнутой фундаментальной 2-формой и нулевым тензором кручения на

𝐸, и 𝐴 – якорь этого алгеброида Ли. Если ограничение якоря 𝐴 на рабочее

расслоение 𝐷 есть изоморфизм на свой образ, то в 𝑀 существует кэлерово

подмногообразие.

Доказательство. Èç òåîðåìû 6.2 ñëåäóåò, ÷òî ðàáî÷åå ðàññëîåíèå 𝐷 èí-

âîëþòèâíî, è Ω åñòü íåâûðîæäåííàÿ çàìêíóòàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà

ïîäàëãåáðîèäå 𝐷. Ïóñòü 𝐿 � îáðàç ðàáî÷åãî ðàññëîåíèÿ 𝐷 ïîä äåéñòâèåì îòîá-

ðàæåíèÿ 𝐴. Ïîñêîëüêó 𝐴 åñòü èçîìîðôèçì 𝐷 → 𝐿, îòîáðàæåíèå 𝐴 îáðàòèìî

íà 𝐿 è 𝐿 åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷åòíîãî ðàíãà êàñàòåëüíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ íà 𝑀 . Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑀 ïðîõîäèò

èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑄 : 𝑇𝑄 = 𝐿|𝑄. Îãðàíè÷åíèå ïîëÿ ëèíåéíûõ

àâòîìîðôèçìîâ 𝐽 = 𝐴 ∘ Φ ∘ 𝐴−1 íà 𝑄 åñòü ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà

𝑄. Ïîñêîëüêó Òåíçîð Íåéåíõåéñà ýòîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ðàâåí

0 (îí èíäóöèðîâà íóëåâûì òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ñóáòâèñòîðíîé ñòðóêòóðû íà

𝐸), ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽 èíòåãðèðóåìà. Îïðåäåëèì íà 𝑄 êîñîñèì-

ìåòðè÷íóþ 2-ôîðìó 𝜂 = Ω|𝐷 ∘ 𝐴−1. Ïîñêîëüêó 𝑇𝑄 = 𝐿|𝑄, 𝜂 åñòü çàìêíóòàÿ

íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà íà 𝑄. Èç îïðåäåëåíèÿ àôôèíîðà Φ ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐽

åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑄, ïîëîæèòåëüíî àññîöèèðîâàííàÿ ñ 2-ôîðìîé

𝜂. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà

ℎ : ℎ(𝑋,𝑌 ) = 𝜂(𝑋, 𝐽𝑌 ), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑄)
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åñòü êýëåðîâà ìåòðèêà íà 𝑄 è 𝑄 åñòü êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â 𝑀 .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû íà àëãåáðîèäå Ëè ðàññìîòðèì

àëãåáðîèäû Ëè â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇 *𝑀 , ãäå 𝑇 *𝑀 � êîêàñàòåëü-

íîå ðàññëîåíèå íàä 𝑀 . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝐿𝑋 ïðîèçâîäíóþ Ëè íà 𝑀 â

íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋. Äëÿ ëþáûõ ñå÷åíèé 𝑋 + 𝜉, 𝑌 + 𝜃, 𝑋, 𝑌 ∈
𝐶∞(𝑇𝑀), 𝜉, 𝜃 ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑀) îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñêîáêè Êóðàíòà:

[𝑋 + 𝜉, 𝑌 + 𝜃] = [𝑋,𝑌 ] + 𝐿
𝑋
𝜃 − 𝐿

𝑌
𝜉 − 1

2
𝑑(𝐼
𝑋
𝜃 − 𝐼

𝑌
𝜉),

ãäå [𝑋,𝑌 ] � ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Ñêîáêà

Êóðàíòà íå ÿâëÿåòñÿ ñêîáêîé Ëè íà ìíîæåñòâå ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀⊕𝑇 *𝑀 ,

òàê êàê íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. Îäíàêî â 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇 *𝑀 ñóùåñòâóþò

ïîäðàññëîåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àëãåáðîèäàìè Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Êóðàíòà.

Ïóñòü 𝐾 � èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà 𝑀

÷åòíîãî ðàíãà, è 𝜖 � çàìêíóòàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íà 𝑀 , òàêàÿ ÷òî åå

îãðàíè÷åíèå íà ñå÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐾 íå âûðîæäåíî. Îïðåäåëèì â 𝑇𝑀 ⊕
𝑇 *𝑀 ïîäðàññëîåíèå

𝐸 = {𝑋 + 𝜉 : 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝐾), 𝜉|𝐾 = 𝐼
𝑋
𝜖}.

Â [11] ïîêàçàíî, ÷òî 𝐸 åñòü àëãåáðîèä Ëè ðàíãà 𝑛 = dim(𝑀) îòíîñèòåëüíî ñêîá-

êè Êóðàíòà, ãäå ÿêîðü åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸 íà êàñàòåëüíîå

ïîäðàññëîåíèå 𝑇𝐾.

Ðàññìîòðèì íà 𝐸 êîñîñèììåòðè÷íóþ 2-ôîðìó

Ω : Ω(𝑋 + 𝜉, 𝑌 + 𝜃) = 1
2 (𝜃(𝑋)− 𝜉(𝑌 )) = 𝜖(𝑋,𝑌 ),

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶∞(𝐾), 𝜉|𝐾 = 𝐼𝑋 𝜖, 𝜃|𝐾 = 𝐼𝑌 𝜖.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

radΩ = {𝜉 ∈ 𝑇 *𝑀 : 𝜉|𝐾 = 𝐼
0
𝜖 = 0}.

Ïóñòü (𝜎, 𝜏), 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐶∞(𝐸) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñëîÿõ âåêòîðíîãî ðàññëî-

åíèÿ 𝐸. Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝐷 ê radΩ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ðàáî÷åå ðàññëîåíèå äëÿ 2-ôîðìû Ω, à îãðàíè÷åíèå ýòîãî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïîäðàññëîåíèå radΩ ïîðîæäàåò ìåòðèêó ðàäèêàëà

𝛽 íà 𝐸. Ïîñêîëüêó 2-ôîðìà 𝜖 íå âûðîæäåíà è çàìêíóòà íà ñå÷åíèÿõ èíâîëþ-

òèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐾, îòîáðàæåíèå 𝜖 : 𝐶∞(𝐾) → 𝐶∞(𝐷) : 𝜖𝑋 = 𝑋 + 𝐼𝑋 𝜖

åñòü èçîìîðôèçì𝐾 ↦→ 𝐷 (ñì. [11]), ïîëó÷àåì, ÷òî𝐷 åñòü èíâîëþòèâíîå îòíîñè-

òåëüíî ñêîáêè Êóðàíòà âåêòîðíîå ïîäðàññëîåíèå â 𝐸. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì íà àëãåáðîèäå Ëè,

äëÿ ëþáûõ ñå÷åíèé 𝜎, 𝜏, 𝜌 ∈ 𝐶∞(𝐸) èìååì:

6 𝑑Ω(𝜎, 𝜏, 𝜌) = 𝜎(Ω(𝜏, 𝜌))− 𝜏(Ω(𝜎, 𝜌)) + 𝜌(Ω(𝜎, 𝜏))−
−Ω([𝜎, 𝜏 ], 𝜌) + Ω([𝜎, 𝜌], 𝜏)− Ω([𝜏, 𝜌], 𝜎).

(3)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ

ñ ïîìîùüþ ÿêîðÿ àëãåáðîèäà Ëè 𝐸. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3), îïðåäåëåíèå

ñêîáêè Êóðàíòà è âèä ñå÷åíèé àëãåáðîèäà Ëè 𝐸, ïîëó÷àåì 𝑑Ω = 0.
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Ïóñòü 𝐽 � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â ñëîÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐾, ñîõðàíÿþùàÿ

îðèåíòàöèþ ñëîåâ. Îïðåäåëèì àôôèíîð Φ íà àëãåáðîèäå Ëè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Φ(𝑋 + 𝜉) = 𝐽𝑋 − 𝐽*𝜉, 𝐽*𝜉 = 𝜉 ∘ 𝐽.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëå ýíäîìîðôèçìîâ Φ ñëîåâ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸

óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì îïðåäåëåíèÿ 2.3. Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì ñóáêýëå-

ðîâó ñòðóêòóðó (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) íà àëãåáðîèäå Ëè 𝐸 ⊂ 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇 *𝑀 . Çàìåòèì, ÷òî

îáúåêòû 𝜖,𝐾, 𝐽 ìîæíî áûëî âçÿòü èç íåêîòîðîé ñóáêýëåðîâîé ñòðóêòóðû íà áà-

çîâîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , êîãäà 𝜖 åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà ñóáêýëåðîâîé

ñòðóêòóðû, 𝐾 � èíâîëþòèâíîå ðàáî÷åå ðàññëîåíèå íà 𝑀 , è 𝐽 åñòü îãðàíè÷åíèå

àôôèíîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ 2-ôîðìîé 𝜖. òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:

Предложение 6.4. Пусть (Ω, 𝐷,Φ, 𝛽) – субкэлерова структура с инволю-

тивным рабочим расслоением на вещественном многообразии 𝑀 размерности

> 3. Тогда векторное расслоение

𝐸 = {𝑋 + 𝜉 ∈ 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇 *𝑀 : 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝐷), 𝜉 ∈ 𝑇 *𝑚 : 𝜉|𝐷 = 𝐼
𝑋
Ω}

есть алгеброид Ли относительно скобки Куранта и допускает субкэлерову

структуру, индуцированную субкэлеровой структурой на многообразии 𝑀 .

Â ñèëó òåîðåìû 4.2 ïîëó÷àåì:

Следствие 6.5. Субтвисторная структура на вещественном многообра-

зии 𝑀 размерности > 3 с замкнутой фундаментальной 2-формой и нуле-

вым тензором кручения индуцирует в 𝑇𝑀⊕𝑇 *𝑀 алгеброид Ли относительно

скобки Куранта и субкэлерову структуру на этом алгеброиде Ли.

Ïðèìåðû ñóáêýëåðîâûõ ñòðóêòóð ñ òî÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé íà

àëãåáðîèäàõ Ëè ìîæíî íàéòè â [4].
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