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Вырожденные полилинейные формы и

эрмитовы и пара-эрмитовы структуры

В работе описан способ получения семейств комплексных и параком-
плексных структур на вещественных многообразиях с помощью вырож-
денных кососимметричных полилинейных форм. для построения таких
структур используются кососимметричная форма с нетривиальным ради-
калом. Получено семейство почти комплексных структур на шестимерной
сфере, отличных от структуры Кэли. получены семейства эрмитовых и
пара-эрмитовых структур на некоторых шестимерных многообразиях.

Ключевые слова: эрмитова структура, пара-эрмитова структура, ин-
тегрируемая почти комплексная структура, радикал полилинейной фор-
мы.

§ 1. Введение

Äëÿ âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèé ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè õîðîøî èçâåñòíà çà-

äà÷à ïîñòðîåíèÿ êîìïëåêñíîé, ýðìèòîâîé èëè êýëåðîâîé ñòðóêòóðû. Ýòî ïîç-

âîëÿåò çàäàòü íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû è ýð-

ìèòîâó ìåòðèêó. Ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàç-

ìåðíîñòè 2𝑛 � ýòî ïàðà (𝐽, ℎ), ãäå ℎ � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 , à 𝐽 � êîì-

ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 , ñîõðàíÿþùàÿ ìåòðèêó ℎ. Õîðîøî èçâåñòíû ïðèìå-

ðû ìíîãîîáðàçèé, êàê äîïóñêàþùèõ ýðìèòîâó ñòðóêòóðó, òàê è íåò. Ïîçäíåå

íà âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 2𝑛 ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé

áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû. Ïàðà-ýðìèòîâà ñòðóêòó-

ðà íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàçìåðíîñòè 2𝑛 � ýòî ïàðà (Φ, 𝑔), ãäå

𝑔 � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ñèãíàòóðû (𝑛, 𝑛) íà 𝑀 , è Φ � ïàðàêîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà íà 𝑀 òàêàÿ, ÷òî 𝑔 ∘ Φ = −𝑔. Îáçîð èçâåñòíûõ ñâîéñòâ è ðåçóëü-

òàòîâ äëÿ ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð ìîæíî íàéòè â [1] è [2]. Äëÿ ýðìèòîâûõ

è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìû,

êîòîðàÿ åñòü íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ìíîãî-

îáðàçèè. Ýðìèòîâû è ïàðà-ýðìèòîâû ñòðóêòóðû ñ çàìêíóòîé ôóíäàìåíòàëü-

íîé 2-ôîðìîé íàçûâàþòñÿ êýëåðîâûìè (ïàðà-êýëåðîâûìè) ñòðóêòóðàìè. â [3]

è [4] ïîíÿòèÿ êîìïëåêñíîé, êýëåðîâîé è êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû áûëè îáîáùå-

íû äëÿ âûðîæäåííûõ 1-ôîðì è 2-ôîðì íà âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ëþ-

áîé ðàçìåðíîñòè èëè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ. Òàêèå ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ

ñóáòâèñòîðíûìè ñòðóêòóðàìè, ñóáêýëåðîâûìè ñòðóêòóðàìè è àôôèíîðíûìè

ìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Â [5] îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû íà øåñòèìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé êîñî-

ñèììåòðè÷íîé 3-ôîðìû. Îäíàêî â [5] íå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûå
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3-ôîðìû ñ íåíóëåâûì ìíîæåñòâîì âûðîæäåíèÿ, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü

радикалом.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ýð-

ìèòîâîé èëè ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè𝑀 ðàç-

ìåðíîñòè 2𝑛 ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé 𝑛-ôîðìû ñ ðàäèêà-

ëîì ðàíãà 𝑛 íà𝑀 . Ýòîò Ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ýðìèòîâû è ïàðà-ýðìèòîâû

ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ, íà êîòîðûõ íå óäàâàëîñü ïîñòðîèòü òàêèå ñòðóê-

òóðû äðóãèìè ìåòîäàìè. Òàê, íàïðèìåð, â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñ-

íàÿ ñòðóêòóðà íà ëþáîì øåñòèìåðíîì ìíîãîîáðàçèè â ñåìèìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ îêòàâ Êýëè, íå èíòåãðèðóåìà.

À â [7] íà øåñòèìåðíûõ ïñåâäîñôåðàõ ïîñòðîåíû èíòåãðèðóåìûå êîìïëåêñíûå

è ïàðàêîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû Êýëè. Îäíàêî â [6] è [7] íå äîêàçàíî, ÷òî øåñòè-

ìåðíàÿ ñôåðà èëè ïñåâäîñôåðà, à òàêæå øåñòèìåðíîå ïðîèçâåäåíèå ñôåð, íå

äîïóñêàþò èíòåãðèðóåìûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð îòëè÷íûõ îò ñòðóêòóð

Êýëè. Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé ôîðìû íà

÷åòíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð íà

øåñòèìåðíîé ñôåðå, îòëè÷íûõ îò ñòðóêòóðû Êýëè, à òàêæå ïîëó÷åíî ñåìåé-

ñòâî ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äâóìåðíîé ñôåðû è ÷åòû-

ðåõìåðíîé ñôåðû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñåìåéñòâ èñïîëüçóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó

ýðìèòîâûìè èëè ïàðà-ýðìèòîâûìè ñòðóêòóðàìè íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 è âûðîæ-

äåííûìè ïîëèëèíåéíûìè ôîðìàìè îïèñàííàÿ â � 4.

Â ðàçäåëå 2 ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ýð-

ìèòîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð. Â ðàçäåëå 3 ïîëó÷åíû è îïèñàíû íåêîòî-

ðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàäèêàëà âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé ïîëèëèíåéíîé

ôîðìû. Â ðàçäåëå 4 îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó ýðìèòîâûìè (ïàðà-ýðìèòîâûìè)

ñòðóêòóðàìè è êîñîñèììåòðè÷íûìè ïîëèëèíåéíûìè ôîðìàìè ñ íåòðèâèàëü-

íûì ðàäèêàëîì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ óòâåð-

æäàåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2𝑛 êîìïëåêñíîé èëè

ïàðàêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ çàìêíóòîé âíåøíåé

𝑛-ôîðìû ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑛. Â ðàçäåëå 5 ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ïî÷òè êîì-

ïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà øåñòèìåðíîé ñôåðå, îòëè÷íûõ îò ñòðóêòóðû Êýëè, à

òàêæå ïðèâåäåíû êðèòåðèè, êîãäà òàêèå ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü èíòåãðèðó-

åìûìè. Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî íà øåñòèìåðíîé ñôåðå íå ñóùåñòâóåò ïî÷òè

ïàðàêîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Â ðàçäåëå 6 èçó÷åí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ýðìè-

òîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð íà äðóãèõ øåñòèìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â

÷àñòíîñòè äîêàçàíî, ÷òî íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äâóìåðíîé ñôåðû è ÷åòû-

ðåõìåðíîé ñôåðû ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð, íî íå ñóùåñòâóåò

ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð.

§ 2. Эрмитовы и пара-эрмитовы структуры

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ýð-

ìèòîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð. Ïîäðîáíûå îáçîðû ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýð-

ìèòîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð ìîæíî íàéòè â [1, 2], à òàêæå â 8, ãëàâà

9].
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Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà 𝐶∞ ðàçìåðíîñòè 2𝑛, ℎ � ðè-

ìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 , à 𝑔 � ïñåâäîýðìèòîâà ìåòðèêà íà 𝑀 ñèãíàòóðû (𝑛, 𝑛).

Áóäåì îáîçíà÷àòü êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íàä 𝑀 ÷åðåç 𝑇𝑀 , à êîêàñàòåëüíîå

ðàññëîåíèå íàä 𝑀 ÷åðåç 𝑇 *𝑀 . Почти комплексной структурой íà ìíîãî-

îáðàçèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ïîëå 𝐽 àâòîìîðôèçìîâ êàñàòåëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ íà 𝑀 òàêîå, ÷òî 𝐽2 = − id, ãäå id � ïîëå òîæäåñòâåííûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ â ñëîÿõ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 . Почти паракомплексной

структурой íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ïîëå Φ àâòîìîðôèç-

ìîâ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà 𝑀 òàêîå, ÷òî Φ2 = id, è ðàíã ïîäðàññëîåíèé

ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±1 ðàâåí 𝑛. Почти

эрмитовой структурой íà 𝑀 íàçûâàåòñÿ ïàðà (𝐽, ℎ), ãäå 𝐽 � ïî÷òè êîìïëåêñ-

íàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 , òàêàÿ ÷òî ℎ ∘𝐽 = ℎ. Почти пара-эрмитовой структурой

íà 𝑀 íàçûâàåòñÿ ïàðà (Φ, 𝑔), ãäå Φ � ïî÷òè ïàðàêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑀 ,

òàêàÿ ÷òî 𝑔 ∘ Φ = −𝑔.
Комплексификацией âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ

êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉C = 𝑉 ⊗ C. Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â

âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî

â êîìïëåêñèôèöèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉C èìååò äâà ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèÿ ±𝑖, 𝑖 =
√
−1. Â êàæäîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑀 ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-

òóðà çàäàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó â êîìïëåêñèôèêàöèè êàñàòåëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà 𝑇𝑥𝑀 , à ïî÷òè ïàðàêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà çàäàåò ïàðàêîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑥𝑀 . Îäíàêî íå äëÿ âñåõ òàêèõ ñòðóê-

òóð ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå èëè ïàðàêîìïëåêñíûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû,

ñîãëàñîâàííûå ñ äåéñòâèåì ýòèõ ñòðóêòóð íà ëîêàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ. Ïî-

÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽 íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé èëè êîìïëåêñíîé, åñ-

ëè äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑥 ∈𝑀 ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) : 𝜕𝑦𝑘 = 𝐽𝜕𝑥𝑘 äëÿ âñåõ 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, ãäå 𝜕𝑥𝑘 îáîçíà-

÷àåò ëîêàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, äåéñòâóþùèå íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ

𝑓 êàê 𝜕𝑥𝑘(𝑓) =
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑘

. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîé ïî÷òè

ïàðàêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, êîòîðóþ íàçûâàþò ïàðàêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.

Ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà (𝐽, ℎ) íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, à ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâà

ñòðóêòóðà (Φ, 𝑔) íàçûâàåòñÿ ïàðà-ýðìèòîâîé, åñëè ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòó-

ðà 𝐽 èëè ïî÷òè ïàðàêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Φ èíòåãðèðóåìà.

Ðàñïðåäåëåíèå 𝐷 êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâà-

åòñÿ регулярным, åñëè dim(𝐷(𝑥)) = const íà 𝑀 , è äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑀

ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü 𝑈 , òàêàÿ ÷òî â 𝑈 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé

ëîêàëüíûé áàçèñ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷|𝑈 . Ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðå-

ãóëÿðíûì, íàçûâàåòñÿ сингулярным распределением.

Ïóñòü (𝐽, ℎ) � ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Ðàññìîòðèì

êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå 𝑇C𝑀 = 𝑇𝑀⊗C. Ïîñêîëüêó ïî÷òè êîìïëåêñ-
íàÿ ñòðóêòóðà 𝐽 ïðîäîëæàåòñÿ íà 𝑇C𝑀 , è èìååò òîëüêî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

±𝑖, 𝑖 =
√
−1, ïîëó÷àåì:

𝑇C𝑀 = 𝑉+ ⊕ 𝑉−,

ãäå 𝑉+ � ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝑖, 𝑉− � ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ −𝑖. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ
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𝐽 èìååò âèä (𝑧2 + 1)𝑛, îòêóäà dim(𝑉+(𝑥)) = dim(𝑉−(𝑥)) = 𝑛 â ëþáîé òî÷-

êå 𝑥 ∈ 𝑀 . Ïðîäîëæèì ìåòðèêó ℎ íà 𝑇C𝑀 , ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùå-

ñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) è ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé

𝜆, 𝜇 ∈ 𝐶∞(𝑀):

ℎ(𝜆𝑋, 𝜇𝑌 ) = 𝜆𝜇ℎ(𝑋,𝑌 ),

ãäå 𝜇 îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Èç óñëîâèÿ ℎ ∘ 𝐽 = ℎ ñëåäóåò, ÷òî

ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑉+ è 𝑉− îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ℎ. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî êàæäîé ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðå ñîîòâåòñòâóåò ïàðà îðòîãîíàëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé 𝑉+, 𝑉−. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü êàê ðåãó-

ëÿðíûìè, òàê è ñèíãóëÿðíûìè. Îáðàòíî, åñëè ðàññëîåíèå 𝑇C𝑀 åñòü ïðÿìàÿ

ñóììà ðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé 𝑉+ è 𝑉− ðàíãà 𝑛, òî òàêàÿ ïàðà ðàñïðåäåëå-

íèé îïðåäåëÿåò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó

𝐽 : 𝐽
⃒⃒
𝑉+

= 𝑖 id, 𝐽
⃒⃒
𝑉−

= −𝑖 id .

Ïîñêîëüêó ëþáîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

𝑋 = 𝑍+ + 𝑍−, 𝑍+ ∈ 𝐶∞(𝑉+), 𝑍− ∈ 𝐶∞(𝑉−),

çíà÷åíèå ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû 𝐽 íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïîëå 𝑋

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

𝐽𝑋 = 𝑖 (𝑍+ − 𝑍−).

Åñëè íà𝑀 âûáðàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà ℎ0 è ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà 𝐽 íå

ñîõðàíÿåò ìåòðèêó 𝐻0, òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ìåòðèêó ℎ = ℎ0+ℎ0 ∘𝐽 , äëÿ
êîòîðîé óæå âûïîëíÿåòñÿ ℎ ∘ 𝐽 = ℎ. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå íà ìíîãîîáðàçèè

𝑀 ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ðèìàíîâîé ìåòðèêè è

ïàðû ðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé 𝑉+, 𝑉−, òàêèõ ÷òî:

𝑇C𝑀 = 𝑉+ ⊕ 𝑉−, rank(𝑉+) = rank(𝑉−).

Èç êîìïëåêñíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà è îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé 𝑉+, 𝑉− ïî-

ëó÷àåì (ñì. [8, ãëàâà 9]):

Предложение 2.1. Почти эрмитова структура на вещественном чет-

номерном многообразии 𝑀 является эрмитовой тогда и только тогда, когда

распределения собственных подпространств 𝑉+ и 𝑉− инволютивны.

Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè𝑀 ýðìèòîâîé ñòðóê-

òóðû, äîñòàòî÷íî çàäàòü íà 𝑀 ðèìàíîâó ìåòðèêó è ïàðó èíâîëþòèâíûõ ðåãó-

ëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îäèíàêîâîãî ðàíãà, ïðÿìàÿ ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 𝑇C𝑀 .

Ïóñòü (Φ, 𝑔) � ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Òàê-

æå, êàê äëÿ ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå 𝑇𝑀 ìîæíî

ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó âåùåñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé 𝐷+ : Φ
⃒⃒
𝐷+

= id è

𝐷− : Φ
⃒⃒
𝐷−

= − id. Èç óñëîâèÿ 𝑔 ∘Φ = −𝑔 ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷+ è 𝐷−

åñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Îáðàòíî, åñëè

íà 𝑀 çàäàíû ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔0 ñèãíàòóðû (𝑛, 𝑛) è ïàðà ðåãóëÿðíûõ

ðàñïðåäåëåíèé 𝐷+ è 𝐷− òàêèõ ÷òî

𝑇𝑀 = 𝐷+ ⊕𝐷−, rank(𝐷+) = rank(𝐷−) = 𝑛,



ЭРМИТОВЫ И ПАРА-ЭРМИТОВЫ СТРУКТУРЫ 5

òî 𝐷+ è 𝐷− îïðåäåëÿþò ïî÷òè ïàðàêîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó Φ, äëÿ êîòîðîé îíè

åñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèÿì ±1. Åñëè äëÿ ìåòðèêè 𝑔0 íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 𝑔0 ∘Φ = −𝑔0,
òî îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ìåòðèêè 𝑔 = 𝑔0 − 𝑔0 ∘ Φ, è ìû ïîëó÷àåì ïî-

÷òè ïàðà-ýðìèòîâó ñòðóêòóðó (Φ, 𝑔). Èç âåùåñòâåííîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà è

îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé 𝐷+, 𝐷− ïîëó÷àåì (ñì. [1]):

Предложение 2.2. Почти пара-эрмитова структура на вещественном чет-

номерном многообразии 𝑀 является пара-эрмитовой тогда и только тогда,

когда распределения собственных подпространств 𝐷+ и 𝐷− инволютивны.

Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ïàðà-ýðìèòîâîé

ñòðóêòóðû, äîñòàòî÷íî çàäàòü íà 𝑀 ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó ñèãíàòóðû (𝑛, 𝑛)

è ïàðó ðåãóëÿðíûõ èíâîëþòèâíûõ ðàñïðåäåëåíèé îäèíàêîâîãî ðàíãà, ïðÿìàÿ

ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 𝑇𝑀 .

Замечание 2.3. Ïîñêîëüêó äëÿ ïàðàêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ

ðàçáèåíèÿ åäèíèöû âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ðèìàíîâó ìåòðèêó (ñì. [9]) èëè

ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó, òî íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè𝑀 ðàçìåðíîñòè

2𝑛 äëÿ çàäàíèÿ ïî÷òè ýðìèòîâîé èëè ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû äîñòà-

òî÷íî çàäàòü ðàçëîæåíèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî èëè âåùåñòâåííîãî êàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 â ïðÿìóþ ñóììó ðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàíãà

𝑛. Àíàëîãè÷íî, äëÿ çàäàíèÿ íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ýðìèòîâîé

èëè ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî çàäàòü ðàçëîæåíèå êîìïëåêñèôè-

öèðîâàííîãî èëè âåùåñòâåííîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 â ïðÿìóþ ñóììó

èíâîëþòèâíûõ ðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàíãà 𝑛.

§ 3. Радикал полилинейной формы

Ïóñòü𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà 𝐶∞ ðàçìåðíîñòè 𝑛 ⩾ 3, 𝑝 � ïî-

ëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, è Ω � 𝑝-ëèíåéíàÿ íåíóëåâàÿ ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè

𝑀 . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç I𝑋 Ω (𝑝 − 1)-ëèíåéíóþ ôîðìó íà 𝑀 , ïîëó÷åííóþ

çàìåíîé â 𝑝-ëèíåéíîé ôîðìå Ω ïåðâîãî àðãóìåíòà íà âåêòîðíîå ïîëå 𝑋. Òàêóþ

(𝑝− 1)-ëèíåéíóþ ôîðìó íàçûâàþò внутренним произведением 𝑋 и Ω.

Определение 3.1. Ïðè 𝑝 ⩾ 2 ðàäèêàëîì 𝑝-ëèíåéíîé ôîðìû Ω â òî÷êå 𝑥 ∈
𝑀 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

radΩ𝑥 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 : I𝑣 Ω𝑥 = 0}.

Ïðè 𝑝 = 1 ðàäèêàëîì 1-ôîðìû Ω íàçûâàåòñÿ ðàäèêàë åå âíåøíåãî äèôôåðåí-

öèàëà 𝑑Ω â òî÷êå 𝑥. Ðàñïðåäåëåíèå radΩ =
⋃︀

𝑥∈𝑀 radΩ𝑥 íà 𝑀 íàçûâàåòñÿ

ðàäèêàëîì 𝑝-ëèíåéíîé ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 .

𝑝-ëèíåéíàÿ ôîðìà Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè radΩ

åñòü ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝑀 .

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ðàäèêàë áèëèëèíåéíîé ôîðìû Ω íàçûâàþò ядром áè-

ëèíåéíîé ôîðìû Ω. Äëÿ áèëèíåéíûõ ôîðì ýòè òåðìèíû èäåíòè÷íû, íî äëÿ

1-ôîðì ÿäðî è ðàäèêàë åñòü ðàçíûå îáúåêòû.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîñîñèììåòðè÷íàÿ 𝑝-ôîðìà Ω, 𝑝 ⩾ 2, íå âûðîæäåíà íà

ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , åñëè radΩ = {0}. Äëÿ íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé

2-ôîðìûΩ íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàçìåðíîñòè 2𝑛 ïîëó÷àåì èçâåñòíîå ñâîéñòâî:

Ω𝑛 ̸= 0 íà 𝑀 , à äëÿ íåâûðîæäåííîé 1-ôîðìû 𝜂 íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàçìåðíî-

ñòè 2𝑛 + 1 ïîëó÷àåì ñâîéñòâî: (𝑑𝜂)𝑛 ∧ 𝜂 ̸= 0 íà 𝑀 (êîíòàêòíàÿ 1-ôîðìà). Èç

îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2 ëþáàÿ ðå-

ãóëÿðíàÿ íåíóëåâàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà íå âûðîæäåíà. Çàìåòèì, ÷òî

äëÿ ðåãóëÿðíîé êîñîñèììåòðè÷íîé ïîëèëèíåéíîé ôîðìû Ω ñ íåòðèâèàëüíûì

ðàäèêàëîì îãðàíè÷åíèå ôîðìû Ω íà ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå äîïîëíèòåëüíîå ê

radΩ âñåãäà íå âûðîæäåíî.

Ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èì âàæíûå ñâîéñòâà äëÿ ðàíãà ðàäèêàëà ðåãóëÿðíîé êîñî-

ñèììåòðè÷íîé 𝑝-ôîðìû.

Предложение 3.2. Пусть 𝑀 – паракомпактное многообразие размерно-

сти 𝑛 ⩾ 3, тогда для любой ненулевой регулярной кососимметричной 𝑝-формы

Ω на 𝑀 rank(radΩ) ⩽ 𝑛− 𝑝.

Доказательство. Ïîñêîëüêó íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ñó-

ùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà (ñì. çàìå÷àíèå 2.3), Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ radΩ íà

𝑀 âñåãäà îïðåäåëåíî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝐷. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑋0 ïðî-

åêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋 íà radΩ, à ÷åðåç 𝑋 ′ ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋

íà ðàñïðåäåëåíèå 𝐷. Äëÿ ëþáûõ 𝑋1, . . . , 𝑋𝑝 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) èìååì:

Ω(𝑋1, . . . , 𝑋𝑝) = Ω(𝑋0
1 +𝑋 ′

1, . . . , 𝑋
0
𝑝 +𝑋 ′

𝑝) = Ω(𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑝).

Ïîñêîëüêó ëþáîé íàáîð èç 𝑚 âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè

ìåíüøå 𝑚 âñåãäà åñòü ëèíåéíîçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, äëÿ ëþáîé òî÷êè

𝑥 ∈ 𝑀 ïîëó÷àåì Ω𝑥(𝑋
′
1, . . . , 𝑋

′
𝑝) = 0 ïðè 𝑝 > 𝑚 = 𝑛 − rank(radΩ). Ïîñêîëüêó

Ω � ðåãóëÿðíàÿ íåíóëåâàÿ 𝑝-ôîðìà, ïîëó÷àåì, rank(radΩ) ⩽ 𝑛− 𝑝.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [𝑋,𝑌 ] ñêîáêó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 íà ìíîãîîá-

ðàçèè 𝑀 .

Предложение 3.3. Радикал любой замкнутой регулярной кососимметрич-

ной 𝑝-формы при 𝑝 ⩾ 2 на многообразии 𝑀 есть инволютивное регулярное

распределение на 𝑀 .

Доказательство. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà

êîñîñèììåòðè÷íîé 𝑝-ôîðìû Ω. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋1, . . . , 𝑋𝑝+1 ∈
𝐶∞(𝑇𝑀) èìååì:

(𝑝+ 1)! 𝑑Ω(𝑋1, . . . , 𝑋𝑝+1) =
1

(𝑝+1)!

(︀∑︀𝑝+1
𝑘=1(−1)𝑘−1𝑋𝑘(Ω(𝑋1, . . . , �̂�𝑘, . . . , 𝑋𝑝+1))+

+
∑︀

𝑘<𝑙(−1)𝑘+𝑙Ω([𝑋𝑘, 𝑋𝑙], . . . , �̂�𝑘, . . . , �̂�𝑙, . . . , 𝑋𝑝+1)
)︀
,

(1)

ãäå �̂�𝑘 îáîçíà÷àåò ïðîïóñê àðãóìåíòà 𝑋𝑘. Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 äëÿ ëþáûõ

𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐶∞(radΩ) è äëÿ ëþáûõ 𝑋3, . . . , 𝑋𝑝+1 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑋𝑘(Ω(𝑋1, . . . , �̂�𝑘, . . . , 𝑋𝑝+1)) = 0 äëÿ ëþáîãî èíäåêñà 𝑘, è Ω([𝑋𝑘, 𝑋𝑙], . . . , �̂�𝑘, . . . , �̂�𝑙, . . . , 𝑋𝑝+1) =

0 ïðè 𝑘 ̸= 1, 𝑙 ̸= 2. Ïîñêîëüêó 𝑑Ω = 0, ïîëó÷àåì:

Ω([𝑋1, 𝑋2], 𝑋3, . . . , 𝑋𝑝+1) = 0,

ò. å. [𝑋1, 𝑋2] ∈ 𝐶∞(radΩ).
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Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ïðåäëîæåíèþ 3.3

íåâåðíî.

Пример 3.4. Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå 𝑀 = 𝑆6 × 𝑇𝑛, ãäå 𝑆6 �

øåñòèìåðíàÿ ñôåðà, 𝑇𝑛 � ïëîñêèé 𝑛-ìåðíûé òîð. Íà ñôåðå 𝑆6 ñóùåñòâóåò ïî-

÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ñ ôóíäàìåíòàëüíîé 2-ôîðìîé Ω0 (ñì. [6]). Ïîñêîëüêó

íà øåñòèìåðíîé ñôåðå íå ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, à ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ 2-ôîðìà ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû âñåãäà íå âûðîæäåíà, Ω0 åñòü

íåçàìêíóòàÿ 2-ôîðìà íà 𝑆6. Ïðîäîëæèì 2-ôîðìó Ω0 äî êîñîñèììåòðè÷íîé

2-ôîðìû Ω íà 𝑀 , ïîëàãàÿ

Ω(𝑋,𝑌 )
⃒⃒
𝑋,𝑌 ∈𝑇 (𝑆6)

= Ω0(𝑋,𝑌 ),

Ω(𝑋,𝑌 )
⃒⃒
𝑋∈𝑇 (𝑆6),𝑌 ∈𝑇 (𝑇𝑛)

= 0,

Ω(𝑋,𝑌 )
⃒⃒
𝑋,𝑌 ∈𝑇 (𝑇𝑛)

= 0.

Ïîëó÷àåì radΩ = 𝑇 (𝑇𝑛), 𝑑Ω ̸= 0, è radΩ åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà

𝑀 .

Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé

2-ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ëþáîå ðàñïðåäåëå-

íèå íà 𝑀 , äîïîëíèòåëüíîå ê radΩ, èìååò ÷åòíûé ðàíã, è îãðàíè÷åíèå 2-ôîðìû

Ω íà ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå âûðîæäåíî. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà, èíâîëþòèâ-

íîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 èíòåãðèðóåìî, à ñëåäîâàòåëüíî 𝑀 åñòü

ñëîåíèå ñ èíòåãðàëüíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â êà÷åñòâå ñëîåâ. Òåïåðü èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 3.3 ïîëó÷àåì:

Следствие 3.5. Пусть 𝑀 – вещественное многообразие размерности 𝑛 ⩾
3, и Ω – регулярная замкнутая кососимметричная 2-форма на 𝑀 с радика-

лом ранга 𝑟 ⩾ 1. Тогда 𝑀 есть слоение со слоями размерности 𝑟, а любое

подмногообразие в 𝑀 , трансверсальное слоям, есть симплектическое подмно-

гообразие размерности 𝑛− 𝑟.

§ 4. Эрмитовы структуры как вырожденные

кососимметричные полилинейные формы

Çäåñü ìû îïèøåì ñâÿçü ìåæäó ýðìèòîâûìè è ïàðà-ýðìèòîâûìè ñòðóêòóðàìè

è çàìêíóòûìè âûðîæäåííûìè ðåãóëÿðíûìè êîñîñèììåòðè÷íûìè ôîðìàìè.

Ïóñòü 𝑀 � ïàðàêîìïàêòíîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2𝑛. Â

ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.3 äëÿ çàäàíèÿ íà 𝑀 ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî

çàäàòü íà 𝑀 ðèìàíîâó ìåòðèêó è ðàçëîæåíèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî êàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇C𝑀 = 𝑇𝑀 ⊗ C â ïðÿìóþ ñóììó ðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé êîìïëåêñèôèöèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàíãà 𝑛, à äëÿ

çàäàíèÿ íà 𝑀 ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî çàäàòü íà 𝑀 ïñåâ-

äàðèìàíîâó ìåòðèêó ñèãíàòóðû (𝑛, 𝑛) è ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â

ïðÿìóþ ñóììó ðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàíãà

𝑛. Åñëè òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà 𝑀 èíâîëþòèâíû, ìû ïîëó÷àåì ýðìèòîâó èëè

ïàðà-ýðìèòîâó ñòðóêòóðó íà𝑀 . Áóäåì íàçûâàòü комплексификацией êîñîñèì-

ìåòðè÷íîé âåùåñòâåííîé 𝑝-ôîðìû Ω íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ïðîäîëæåíèå ôîðìû
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Ω íà êîìïëåêñèôèöèðîâàííîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå 𝑇C𝑀 . Êîìïëåêñíîé êî-

ñîñèììåòðè÷íîé 𝑝-ôîðìîé íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 áóäåì íàçûâàòü

êîñîñèììåòðè÷íóþ 𝑝-ôîðìó, äåéñòâóþùóþ íà ñå÷åíèÿõ êîìïëåêñèôèöèðîâàí-

íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇C𝑀 .

Предложение 4.1. Пусть 𝑀 – вещественное паракомпактное многообра-

зие размерности 2𝑛.

1) Любая регулярная кососимметричная вещественная 𝑛-форма на 𝑀 с

радикалом ранга 𝑛 порождает на 𝑀 почти пара-эрмитову структу-

ру, а любая регулярная кососимметричная комплексная 𝑛-форма на 𝑀

порождает на 𝑀 почти эрмитову структуру;

2) Любая регулярная замкнутая кососимметричная вещественная 𝑛-форма

на 𝑀 с радикалом ранга 𝑛 порождает на 𝑀 пара-эрмитову струк-

туру, а любая регулярная замкнутая кососимметричная комплексная

𝑛-форма на 𝑀 порождает на 𝑀 эрмитову структуру.

Доказательство. Ïóñòü Ω � êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ

𝑛-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑛. Ïîñêîëüêó íà ïàðàêîì-

ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà, âûáåðåì íà 𝑀

ðèìàíîâó ìåòðèêó ℎ è ïðîäîëæèì åå íà 𝑇C𝑀 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐷 îðòîãîíàëü-

íîå äîïîëíåíèå ê ðàñïðåäåëåíèþ radΩ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ℎ. èìååì:

𝑇C𝑀 = 𝐷 ⊕ radΩ, rank(𝐷) = rank(radΩ) = 𝑛.

Çàäàâàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó è ðèìàíîâó ìåòðèêó êàê â ðàçäåëå 2,

ïîëó÷àåì íà 𝑀 ïî÷òè ýðìèòîâó ñòðóêòóðó. Åñëè 𝑛-ôîðìà Ω çàìêíóòà, òî èç

ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî radΩ åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Áåç ïî-

òåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî radΩ åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé

òèïà (1,0). Òàê êàê èíâîëþòèâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé òèïà (1,0)

ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû (ñì. [8, ãëàâà 9]),

ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ïóíêòîâ 1 è 2.

Ïîñêîëüêó íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2𝑛 âñåãäà ñóùå-

ñòâóåò ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ñèãíàòóðû (𝑛, 𝑛), àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó-

÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè ïóíêòîâ 1 è 2.

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì ðåçóëüòàò, îáðàòíûé óòâåðæäåíèþ 4.1:

Теорема 4.2. Пусть𝑀 – паракомпактное вещественное многообразие раз-

мерности 2𝑛. Любая почти эрмитова структура на 𝑀 , заданная парой регу-

лярных распределений 𝑉+, 𝑉− ⊂ 𝑇C𝑀 ранга 𝑛, порождает комплексную регу-

лярную 𝑛-форму на 𝑀 с радикалом 𝑉+, замкнутую в случае, когда структура

является эрмитовой, а любая почти пара-эрмитова структура на 𝑀 , задан-

ная парой вещественных регулярных распределений 𝐷+, 𝐷− ранга 𝑛, порож-

дает на 𝑀 вещественную регулярную 𝑛-форму с радикалом 𝐷+, замкнутую

в случае, когда структура является пара-эрмитовой.

Доказательство. Îòîæäåñòâèì âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî R2𝑛 ñ êîìïëåêñ-

íûì ïðîñòðàíñòâîì C𝑛. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ýðìè-

òîâà ñòðóêòóðà, òî äëÿ 𝑀 ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {𝑈}𝛼∈𝐴, ãäå 𝑈𝛼

� îòêðûòîå ìíîæåñòâî â 𝑀 , äèôôåîìîðôíîå îòêðûòîìó øàðó â C𝑛. Ïóñòü
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𝑉+, 𝑉− ⊂ 𝑇C𝑀 � ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé 𝑖,−𝑖 ñîîòâåòñòâåííî. Íà êàæäîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑈𝛼 ñóùåñòâóåò

íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ 1-ôîðì 𝜉𝛼1 , . . . 𝜉
𝛼
𝑛 , òàêèõ ÷òî 𝑉+

⃒⃒
𝑈𝛼

=⋂︀𝑛
𝑘=1 ker 𝜉

𝛼
𝑘 . Òàê êàê ÿäðî íåíóëåâîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà âñåãäà èìååò

êîðàçìåðíîñòü 1, â 𝐶∞(︀
𝑉−

⃒⃒
𝑈𝛼

)︀
ñóùåñòâóþò ñå÷åíèÿ 𝑍𝛼

1 , . . . , 𝑍
𝛼
𝑛 : 𝜉𝛼𝑘 (𝑍

𝛼
𝑘 ) = 1,

𝜉𝛼𝑙 (𝑍
𝛼
𝑘 ) = 0 ïðè 𝑘 ̸= 𝑙. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝜉𝛼1 ∧ . . . ∧ 𝜉𝛼𝑛 (𝑍

𝛼
1 , . . . , 𝑍

𝛼
𝑛 ) = 1

𝑛! .

Èç òåîðåìû î ðàçáèåíèè åäèíèöû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èíäåêñà 𝛼 ∈ 𝐴

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ 𝜑𝛼 ∈ 𝐶∞(𝑀), òàêàÿ ÷òî 0 < 𝜑𝛼(𝑥) ⩽ 1 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑈𝛼,

𝜑𝛼(𝑥) = 1 íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå 𝑉𝛼 ⊂ 𝑈𝛼, è 𝜑𝛼(𝑥) = 0 äëÿ

âñåõ 𝑥 ∈ 𝑀 ∖ 𝑈𝛼. Òîãäà Ω𝛼 = 𝜑𝛼𝜉
𝛼
1 ∧ . . . ∧ 𝜉𝛼𝑛 åñòü êîñîñèììåòðè÷íàÿ 𝑛-ôîðìà

íà 𝑈𝛼 ñ ðàäèêàëîì 𝑉+
⃒⃒
𝑈𝛼
. Ïîëîæèì Ω =

∑︀
𝛼∈𝐴 Ω𝛼. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå

𝑀 ïàðàêîìïàêòíî, ëþáàÿ òî÷êà 𝑥 ∈ 𝑀 ëåæèò â êîíå÷íîì ÷èñëå ïåðåñå÷åíèé

ìíîæåñòâ 𝑈𝛼, à ñëåäîâàòåëüíî ýòà ñóììà êîíå÷íà â ëþáîé òî÷êå, è Ω åñòü êî-

ñîñèììåòðè÷íàÿ 𝑛-ôîðìà íà 𝑀 . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ 𝑝-ôîðì 𝜔, 𝜃, òàêèõ

÷òî rad𝜔 = rad 𝜃 = 𝑉+, rad(𝜔 + 𝜃) = 𝑉+. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ

𝛼, 𝛽 : 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ̸= ∅ radΩ𝛼 = radΩ𝛽 = 𝑉+
⃒⃒
𝑈𝛼∩𝑈𝛽

, èìååì radΩ = 𝑉+.

Äëÿ ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíèå 𝑉+ åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à ðàñïðåäåëåíèå 𝑉− åñòü èíâîëþòèâíîå

ðàñïðåäåëåíèå àíòèãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Èñïîëüçóÿ ýòè ôàêòû è ðà-

âåíñòâî (1) èç � 3, ïîëó÷àåì radΩ ⊂ rad(𝑑Ω). Åñëè 𝑑Ω ̸= 0, òî rank(rad(𝑑Ω)) ⩾ 𝑛.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî rank(rad(𝑑Ω)) ⩽ 𝑛 − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî 𝑑Ω = 0. Ñâîéñòâî 𝑑Ω = 0 òàêæå ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ

òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑀 ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü

𝑉𝛼 : Ω
⃒⃒
𝑉𝛼

= 𝜉𝛼1 ∧. . .∧𝜉𝛼𝑛 . Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíûå 1-ôîðìû 𝜉𝛼1 , . . . , 𝜉
𝛼
𝑛

âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òî÷íûìè.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû íà 𝑀 ìîæíî ïîñòðîèòü

âåùåñòâåííóþ ðåãóëÿðíóþ 𝑛-ôîðìó ñ ðàäèêàëîì 𝐷+, êîòîðàÿ áóäåò çàìêíóòîé

â ñëó÷àå ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 è òåîðåìû 4.2 ïîëó÷àåì:

Следствие 4.3. Пусть 𝑀 – паракомпактное вещественное многообразие

размерности 2𝑛. На 𝑀 существует эрмитова структура с регулярными рас-

пределениями собственных подпространств тогда и только тогда, когда на

𝑀 существует комплексная регулярная кососимметричная замкнутая 𝑛-форма

с радикалом ранга 𝑛, и существует пара-эрмитова структура с регулярными

распределениями собственных подпространств тогда и только тогда, когда

на 𝑀 существует вещественная регулярная кососимметричная замкнутая

𝑛-форма с радикалом ранга 𝑛.

Ïîëó÷èòü ïðèìåð ýðìèòîâîé èëè ïàðà-ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû, ïîëó÷åííîé ñ

ïîìîùüþ ðåãóëÿðíîé êîñîñèììåòðè÷íîé 𝑛-ôîðìû ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑛 ïîçâî-

ëÿåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Предложение 4.4. Пусть 𝑀 – паракомпактное вещественное многообра-

зие размерности 2𝑛. Если на𝑀 существует глобальный замкнутый 𝑛-корепер

𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 : 𝑑𝜉𝑘 = 0 для всех 𝑘 ⩽ 𝑛, то на𝑀 существуют эрмитова и пара-эрмитова

структуры.



10 Е.С. КОРНЕВ

Доказательство. Ðàññìîòðèì íà𝑀 ãëîáàëüíóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ 𝑛-ôîðìó

Ω = 𝜉1 ∧ . . .∧ 𝜉𝑛. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝑑Ω = 0, è radΩ =
⋂︀𝑛

𝑘=1 ker 𝜉𝑘. èç ïðåäëîæå-

íèÿ 4.1 ïîëó÷àåì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ 𝑛-ôîðìà Ω îïðåäåëÿåò íà𝑀 ïàðà-ýðìèòîâó

ñòðóêòóðó.

Èç çàìå÷àíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 âñåãäà

ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ïðîäîëæèì 1-ôîðìû 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 íà 𝑇C𝑀 , ñ÷èòàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇𝑀) è äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 𝜆 𝜉𝑘(𝜆𝑋) =

𝜆𝜉𝑘(𝑋), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 åñòü êîìïëåêñèôèöèðîâàí-

íûå çàìêíóòûå 1-ôîðìû íà 𝑀 . Òîãäà ïðîäîëæåíèå 𝑛-ôîðìû Ω íà 𝑇C𝑀 åñòü

êîìïëåêñèôèöèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ 𝑛-ôîðìà ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 𝑛, êîòîðàÿ ïî

ïðåäëîæåíèþ 4.1 îïðåäåëÿåò íà 𝑀 ýðìèòîâó ñòðóêòóðó.

Ïîñêîëüêó íà ëþáîé âåùåñòâåííîé ãðóïïå Ëè ðàçìåðíîñòè 2𝑛 ñ ïåðâûì ÷èñ-

ëîì Áåòòè ⩾ 𝑛 âñåãäà ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíûé çàìêíóòûé 𝑛-êîðåïåð,

ïîëó÷àåì:

Следствие 4.5. Пусть 𝐺 – вещественная группа Ли размерности 2𝑛, 𝑏1(𝐺)

– первое число Бетти группы Ли 𝐺, и 𝑏1(𝐺) ⩾ 𝑛. Тогда на группе Ли 𝐺 суще-

ствует левоинвариантная эрмитова структура и левоинвариантная пара-эрмитова

структура.

Пример 4.6. Ïóñòü 𝐺 � âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè Ðàçìåðíîñòè 2𝑛, g � åå

àëãåáðà Ëè, g′ = [g, g] � ïåðâûé ïðîèçâîäíû èäåàë â g, è dim(g′) = 𝑛. Âûáåðåì

â àëãåáðå Ëè g äîïîëíåíèå p ê g′. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1) èç � 3 äëÿ ëåâî-

èíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ëåâîèíâàðèàíòíîé 1-ôîðìû

𝛼 ∈ p* 𝑑𝛼 = 0. Òîãäà â p* ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíûé çàìêíóòûé êî-

ðåïåð 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ êîñî-

ñèììåòðè÷íàÿ 𝑛-ôîðìà Ω = 𝜉1 ∧ . . . ∧ 𝜉𝑛 îïðåäåëÿåò íà 𝐺 ëåâîèíâàðèàíòíóþ

ïàðà-ýðìèòîâó ñòðóêòóðó, à åå ïðîäîëæåíèå íà g⊗C îïðåäåëÿåò íà 𝐺 ëåâîèí-

âàðèàíòíóþ ýðìèòîâó ñòðóêòóðó.

Ïóñòü 𝐴𝑑𝑔 � ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà 𝑔 ∈ 𝐺 â àëãåáðå Ëè g.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå radΩ èíâîëþòèâíî. Ïîñêîëüêó

îïåðàòîð 𝐴𝑑𝑔 åñòü èçîìîðôèçì àëãåáðû g îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ëè, äëÿ ëþáîãî

𝑔 ∈ 𝐺 𝐴𝑑𝑔(radΩ) åñòü ëåâîèíâàðèàíòíîå èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà 𝐺

ðàíãà 𝑛. Ïîñêîëüêó 𝑛-ôîðìà Ω ïîðîæäàåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ ïàðà-ýðìèòîâó

ñòðóêòóðó íà ãðóïïå 𝐺, à åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïîðîæäàåò ýðìèòîâó ñòðóêòóðó

íà 𝐺 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ radΩ ñóùåñòâóåò èíâîëþòèâíîå äîïîëíåíèå 𝐷 â g èëè

â g ⊗ C. Òîãäà 𝐴𝑑𝑔(𝐷) åñòü ëåâîèíâàðèàíòíîå èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà 𝐺 ðàíãà 𝑛, äîïîëíèòåëüíîå ê 𝐴𝑑𝑔(radΩ), è ìû ïîëó÷àåì ëåâîèíâàðèàíò-

íóþ ïàðà-ýðìèòîâó èëè ýðìèòîâó ñòðóêòóðó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì 𝑔 ∈ 𝐺.

Ïóñòü 𝐻 � ïîäãðóïïà â 𝐺, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî ℎ ∈ 𝐻 𝐴𝑑ℎ(radΩ) = radΩ.

Ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî𝐺/𝐻 ïàðàìåòðèçóåò ñåìåéñòâî ëåâîèí-

âàðèàíòíûõ ïàðà-ýðìèòîâûõ èëè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð Ïîëó÷åííîå êàê îðáèòà

ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 íà ðàäèêàë 𝑛-ôîðìû Ω, èëè êàê êîìïëåê-

ñèôèêàöèÿ ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 íà ðàäèêàë êîìïëåêñèôèêà-

öèè 𝑛-ôîðìû Ω.

Îáîáùàÿ ïðèìåð 4.6 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû Ëè, ïîëó÷àåì:
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Предложение 4.7. Пусть 𝐺 – вещественная группа Ли размерности 2𝑛.

Любая замкнутая левоинвариантная кососимметричная 𝑛-форма Ω на 𝐺 с ра-

дикалом ранга 𝑛 порождает на 𝐺 семейство левоинвариантных пара-эрмитовых

структур, параметризованное точками орбиты присоединенного действия

группы 𝐺 на радикал 𝑛-формы Ω, а комплексификация 𝑛-формы Ω порож-

дает на группе 𝐺 семейство левоинвариантных эрмитовых структур, па-

раметризованное точками орбиты комплексифицированного присоединенного

действия группы 𝐺 на радикал комплексификации 𝑛-формы Ω.

Ïóñòü Λ𝑛(𝑀) � ðàññëîåíèå êîñîñèììåòðè÷íûõ 𝑛-ôîðì íàä ìíîãîîáðàçèåì

𝑀 , à Λ𝑛
C(𝑀) � ðàññëîåíèå êîìïëåêñíûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 𝑛-ôîðì íàä ìíîãî-

îáðàçèåì 𝑀 . Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïàðà-ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íà

ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ïîðîæäàåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ Λ𝑛(𝑀) âñþäó îò-

ëè÷íîå îò 0, à êàæäàÿ ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íà𝑀 ïîðîæäàåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå

ðàññëîåíèÿ Λ𝑛
C(𝑀) âñþäó îòëè÷íîå îò 0. Ïóñòü 𝑒(𝐸) � êëàññ Ýéëåðà âåêòîðíî-

ãî ðàññëîåíèÿ 𝐸. Åñëè âåêòîðíîå ðàññëîåíèå 𝐸 äîïóñêàåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå

âñþäó îòëè÷íîå îò 0, òî 𝑒(𝐸) = 0 (ñì. [10]). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì íåîáõî-

äèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè ýðìèòîâîé èëè ïàðà-ýðìèòîâîé

ñòðóêòóðû:

Предложение 4.8. Пусть 𝑀 – вещественное паракомпактное многооб-

разие размерности 2𝑛. Если 𝑀 допускает почти пара-эрмитову структу-

ру, то 𝑒(Λ𝑛(𝑀)) = 0; если 𝑀 допускает почти эрмитову структуру, то

𝑒(Λ𝑛
C(𝑀)) = 0.

Ïóñòü 𝑀 � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, è 𝜒(𝑀) � ýéëåðîâà õàðàêòå-

ðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 . Òàê êàê 𝜒(𝑀) =
∫︀
𝑀
𝑒(𝑀), ãäå 𝑒(𝑀) � êëàññ Ýéëåðà

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 (ñì. [10]), ïîëó÷àåì:

Следствие 4.9. Пусть 𝑀 – вещественное паракомпактное многообразие

размерности 2𝑛, и расслоения Λ𝑛(𝑀) и Λ𝑛
C(𝑀) являются компактными мно-

гообразиями без края. Если 𝜒(Λ𝑛(𝑀)) > 0, то на 𝑀 не существует почти

пара-эрмитовых структур; если 𝜒(Λ𝑛
C(𝑀)) > 0, то на 𝑀 не существует по-

чти эрмитовых структур.

Предложение 4.10. Если вещественное паракомпактное многообразие 𝑀

допускает почти пара-эрмитову структуру с распределениями собственных

подпространств 𝐷+ и 𝐷−, то многообразие𝑀 и векторные расслоения 𝐷+, 𝐷−
ориентируемы.

Доказательство. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå𝑀 äîïóñêàåò ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâó

ñòðóêòóðó, îíî íåîáõîäèìî èìååò ðàçìåðíîñòü 2𝑛. Ïàðà ðàñïðåäåëåíèé êàñà-

òåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ𝐷+, 𝐷− ðàíãà 𝑛 îïðåäåëÿþò íà𝑀 ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâó

ñòðóêòóðó ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà -1, èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî íà

𝑀 ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå êîñîñèììåòðè÷íûå 𝑛-ôîðìû Ω+,Ω−, òàêèå ÷òî

radΩ+ = 𝐷−, radΩ− = 𝐷+. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå 𝑛-ôîðìû íà ñå÷åíèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ 𝐷+ è îãðàíè÷åíèå 𝑁 -ôîðìû Ω− íà ñå÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐷− íå

âûðîæäåíû, ýòè 𝑛-ôîðìû çàäàþò íåïðåðûâíûé âûáîð îðèåíòàöèè â ñëîÿõ ðàñ-

ñëîåíèé 𝐷+ è 𝐷− ñîîòâåòñòâåííî, à êîñîñèììåòðè÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ 2𝑛-ôîðìà
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𝜇 = Ω+ ∧ Ω− åñòü ôîðìà îáúåìà íà 𝑀 . Ïîñêîëüêó íà ïàðàêîìïàêòíîì ìíîãî-

îáðàçèè âñåãäà ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà, ðàññëîåíèå 𝐷+ äîïóñêàåò ñâÿç-

íîñòü Ëåâè-×èâèòòà 𝑄 : 𝑇 (𝐷+) = 𝑄 ⊕ 𝐷+. Ïîäíÿòèå 2𝑛-ôîðìû 𝜇 íà ñå÷åíèÿ

ñâÿçíîñòè 𝑄 è íåïðåðûâíûé âûáîð îðèåíòàöèè Ω+ â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ 𝐷+ ïî-

ðîæäàþò ôîðìó îáúåìà íà ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ 𝐷+, òî åñòü 𝐷+ åñòü îðè-

åíòèðóåìîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐷− òàêæå åñòü

îðèåíòèðóåìîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 𝑛-ôîðì

ìîæíî ïîëó÷àòü ñåìåéñòâà ýðìèòîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð. Ïóñòü Ω �

âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 𝑛-ôîðìà ñ ðàäè-

êàëîì ðàíãà 𝑛 íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ðàçìåðíîñòè 2𝑛. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A ãðóïïó âñåõ ãëàäêèõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 . Äåéñòâèå ýòîé

ãðóïïû íà 𝑛-ôîðìó Ω îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

𝑎(Ω) = 𝑎*Ω = Ω ∘ 𝑑𝑎, 𝑎 ∈ A,

ãäå 𝑑𝑎 åñòü äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ 𝑎. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AΩ ïîäìíîæåñòâî

AΩ = {𝑎 ∈ A : 𝑑𝑎(radΩ𝑥) = radΩ𝑎(𝑥),∀𝑥 ∈𝑀}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî AΩ åñòü ïîäãðóïïà â A. Åñëè 𝑑Ω = 0, òî èç ðàâåíñòâà (1) â

� 3 è ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝑑(𝑎*Ω) = 0 äëÿ ëþáîãî

𝑎 ∈ A. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑎 ∈ A/AΩ 𝑎*Ω ïîðîæäàåò

ýðìèòîâó èëè ïàðà-ýðìèòîâó ñòðóêòóðó íà 𝑀 . Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:

Предложение 4.11. Пусть 𝑀 – вещественное паракомпактное многооб-

разие размерности 2𝑛. Если на 𝑀 существует комплексная (вещественная)

замкнутая кососимметричная регулярная 𝑛-форма с радикалом ранга 𝑛, то𝑀

допускает семейство эрмитовых (пара-эрмитовых) структур, параметризо-

ванное элементами орбиты действия группы гладких автоморфизмов много-

образия 𝑀 на распределение radΩ.

Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ïàðàêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2𝑛. â

[11] îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè íà 𝑀 è ñòðóêòóðàìè

Äèðàêà â ðàññëîåíèè 𝑇C𝑀 ⊕𝑇 *
C𝑀 . à â [12] îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó ïàðàêîìïëåêñ-

íûìè ñòðóêòóðàìè íà 𝑀 è ñòðóêòóðàìè Äèðàêà â ðàññëîåíèè 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇 *𝑀 .

Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà 𝐵 íà 𝑀 ïîðîæäàåò ïðåîáðàçî-

âàíèå 𝐵-ïîëÿ íà 𝑀 , êîòîðîå îòîáðàæàåò ñòðóêòóðó Äèðàêà â äðóãóþ ñòðóê-

òóðó Äèðàêà , à ñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàåò êîìïëåêñíóþ èëè ïàðàêîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó íà 𝑀 (ñì. [11,12]). Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 è òåîðåìû 4.2 ïîëó-

÷àåì:

Предложение 4.12. Пусть 𝑀 – вещественное паракомпактное многооб-

разие размерности 2𝑛. Если на 𝑀 существует комплексная (вещественная)

регулярная замкнутая кососимметричная 𝑛-форма с радикалом ранга 𝑛, то𝑀

допускает семейство эрмитовых (пара-эрмитовых) структур, параметризо-

ванное элементами множества всех комплексных (вещественных) замкну-

тых кососимметричных 2-форм на 𝑀 .

Замечание 4.13. Ñåìåéñòâà ýðìèòîâûõ (ïàðà-ýðìèòîâûõ) ñòðóêòóð èç ïðåä-

ëîæåíèé 4.11 è 4.12 ìîãóò íå ñîâïàäàòü, íî âñåãäà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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§ 5. Эрмитовы и пара-эрмитовы структуры на шестимерной сфере

Ðàññìîòðèì øåñòèìåðíóþ ñôåðó 𝑆6 â ñåìèìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

R7. R7 ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ìíèìûõ îêòîíèîíîâ. Äëÿ ëþáûõ

𝑞1, 𝑞2 ∈ R7 îïðåäåëåíà êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ

𝑏(𝑞1, 𝑞2) = Im(𝑞1𝑞2),

ãäå Im(𝑞) � ìíèìàÿ ÷àñòü îêòîíèîíà 𝑞, 𝑞 îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå îêòîíèîíà

𝑞. Ïîñêîëüêó â R7 ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà, è îãðàíè÷åíèå

ýòîé ìåòðèêè íà 𝑆6 åñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑆6, ëþáàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà íà 𝑆6 ïîðîæäàåò ïî÷òè ýðìèòîâó ñòðóêòóðó íà 𝑆6 (ñì. � 2). Àíà-

ëîãè÷íî, òàê êàê øåñòèìåðíàÿ ñôåðà åñòü êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 2.3 ëþáàÿ ïî÷òè ïàðàêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 𝑆6 ïîðîæäàåò ïî-

÷òè ïàðà-ýðìèòîâó ñòðóêòóðó íà 𝑆6. Ïóñòü 𝐺2 � ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ñèì-

ìåòðèé êîñîñèììåòðè÷íîé ôîðìû 𝑏, à SU(3) � ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ýðìèòîâûõ

ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Ñôåðó 𝑆6 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíîå

ïðîñòðàíñòâî 𝐺2/SU(3). Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ (ïàðàêîìïëåêñíàÿ) ñòðóêòóðà 𝐽

íà 𝑆6 íàçûâàåòñÿ 𝐺2-èíâàðèàíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺2 𝐽 ∘𝑑𝑔 = 𝑑𝑔 ∘𝐽 , ãäå
𝑑𝑔 � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ 𝑔. Èçâåñòíî, ÷òî 𝑆6 äîïóñêàåò íåèíòåãðèðó-

åìóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ 𝐺2-èíâàðèàíòíóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó 𝐽0
(ñì. [6]). Ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑉+ è 𝑉− èç � 2 äëÿ 𝐽0 åñòü 𝐺2-èíâàðèàíòíûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ðàíãà 3, è

𝑉+ = {𝑋 − 𝑖𝐽0𝑋 : 𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇 (𝑆6))},
𝑉− = {𝑌 + 𝑖𝐽0𝑌 : 𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇 (𝑆6))}. .

Ïóñòü (Ω0 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-ôîðìà ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû (𝐽0, ℎ0),

ãäå ℎ0 � ïî÷òè ýðìèòîâà ìåòðèêà íà 𝑆6. Ïîñêîëüêó øåñòèìåðíàÿ ñôåðà íå

äîïóñêàåò ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, è Ω0 åñòü íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà òèïà

(1,1), 𝑑Ω0 åñòü ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 3-ôîðìà íà 𝑆
6 ñ íóëåâûì ðàäèêà-

ëîì. Íà øåñòèìåðíîé ñôåðå ëþáîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå îáðàùàåòñÿ â

0 õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, òàê êàê ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà øåñòèìåðíîé ñôåðû

ðàâíà 2.

Предложение 5.1. На четномерной сфере 𝑆2𝑛 существует сечение рас-

слоения 𝑇C(𝑆
2𝑛), отличное от 0 во всех точках сферы.

Доказательство. Ïóñòü 𝑝 è 𝑞 � äâà ïîëþñà ñôåðû 𝑆2𝑛, 𝑈 = 𝑆2𝑛 ∖ 𝑝,
𝑉 = 𝑆2𝑛 ∖ 𝑞. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑞 åñòü äèô-

ôåîìîðôèçì 𝜑 : 𝑈 → R2𝑛, à ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå

𝑝 åñòü äèôôåîìîðôèçì 𝜓 : 𝑉 → R2𝑛. Ðàññìîòðèì íà R2𝑛 âåêòîðíîå ïîëå

𝑆(𝑥) = (𝑠1(𝑥), . . . , 𝑆2𝑛(𝑥)), ãäå 𝑠𝑘(𝑥) = exp(−𝑘|𝑥|2), |𝑥| =
√︀
𝑥21 + . . .+ 𝑥22𝑛, 𝑘 =

1, 2, . . . , 2𝑛. Âåêòîðíîå ïîëå 𝑆 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà 𝑆2𝑛 âåêòîðíûå ïîëÿ

𝑋,𝑌 ∈ 𝐶∞(𝑇 (𝑆2𝑛)), òàêèå ÷òî 𝑋(𝑥) = (𝑑𝜑)−1𝑆(𝜑(𝑥)) ïðè 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑋(𝑝) = 0,

𝑌 (𝑥) = (𝑑𝜓)−1𝑆(𝜓(𝑥)) ïðè 𝑥 ∈ 𝑉, 𝑌 (𝑞) = 0. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

𝑋 íåïðåðûâíî â òî÷êå 𝑝, âåêòîðíîå ïîëå 𝑌 íåïðåðûâíî â òî÷êå 𝑞, è 𝑋
⃒⃒
𝑈

̸=
0, 𝑌

⃒⃒
𝑉
̸= 0. Â ëþáîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑆2𝑛 êîìïëåêñíîå ñå÷åíèå 𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌, 𝑖 =

√
−1

ðàññëîåíèÿ 𝑇C(𝑆
2𝑛) åñòü ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå íà 𝑆2𝑛, âñþäó îòëè÷íîå îò 0.



14 Е.С. КОРНЕВ

Ïðîäîëæèì ýðìèòîâó ìåòðèêó ℎ0 äî ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà

ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèÿ 𝑇C(𝑆
6). Ïîñêîëüêó ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåò

èçîìîðôèçì ìåæäó ñå÷åíèÿìè ðàññëîåíèÿ 𝑇C(𝑆
6) è êîìïëåêñíûìè 1-ôîðìàìè,

íà 𝑆6 ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíàÿ 1-ôîðìà 𝜂 = I𝑍 ℎ0, âñþäó îòëè÷íàÿ îò 0, ãäå 𝑍

� êîìïëåêñíîå ñå÷åíèå èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ

5.1 ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñíîå ñå÷åíèå 𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌 íå ìîæåò áûòü ñå÷åíèåì

òèïà (1,0) èëè òèïà (0,1), ïîñêîëüêó 𝑌 ̸= 𝐽0𝑋. Ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑍 è 𝐽0𝑍 åñòü

êîìïëåêñíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â êàæäîé òî÷êå ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ 𝑇C(𝑆
6)

íà 𝑆6. Ïîëîæèì

Ω1 = 𝜂, 𝜔2 = I𝐽0𝑍 ℎ0, 𝜔3 = I𝑍(I𝐽0𝑍 𝑑Ω0).

Èç ïîñòðîåíèÿ 1-ôîðìû 𝜔3 ñëåäóåò, ÷òî 𝑍, 𝐽0𝑍 ∈ ker𝜔3, à çíà÷èò êîìïëåêñíûå

1-ôîðìû 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå èç 𝑆6, è Ω = 𝜔1∧𝜔2∧𝜔3

åñòü ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ êîìïëåêñíàÿ 3-ôîðìà íà 𝑆6, òàêàÿ ÷òî

radΩ = ker𝜔1 ∩ ker𝜔2 ∩ ker𝜔3

èìååò ðàíã 3. Ïîëó÷àåì:

Предложение 5.2. На шестимерной сфере 𝑆6 существует семейство ком-

плексных кососимметричных регулярных 3-форм с радикалом ранга 3, пара-

метризованное элементами множества комплексных 1-форм на 𝑆6, всюду

отличных от 0.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 è ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.3. Шестимерная сфера 𝑆6 допускает семейство почти эр-

митовых структур, параметризованное комплексными 1-формами на 𝑆6, всю-

ду отличными от 0.

Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîñîñèììåòðè÷íîé ðåãóëÿð-

íîé êîìïëåêñíîé 3-ôîðìû ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3 ïî êîìïëåêñíîé 1-ôîðìå íà 𝑆6

è ñëåäñòâèå 5.3, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë kor : 𝜔 ↦→ ‖𝑑𝜃𝜔‖, ãäå ‖𝑑𝜃𝜔‖ �
íîðìà äèôôåðåíöèàëà êîñîñèììåòðè÷íîé 3-ôîðìû 𝜃𝜔, ïîñòðîåííàÿ ïî 1-ôîðìå

𝜔, âñþäó îòëè÷íîé îò 0 íà 𝑆6. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 è òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ 3-ôîðìå 𝜃𝜔 ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà èíòåãðèðóåìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝜔 åñòü íîëü ôóíêöèîíàëà kor. Òåïåðü ïîëó÷àåì:

Теорема 5.4. Пусть 𝜔 – комплексная 1-форма на шестимерной сфере 𝑆6,

всюду отличная от 0, 𝜃𝜔 – кососимметричная регулярная комплексная 3-форма

на 𝑆6, построенная по этой форме, и (𝐽𝜔, ℎ) – соответствующая 1-форме 𝜔

почти эрмитова структура на 𝑆6. Тогда следующие утверждения эквива-

лентны:

1) Почти комплексная структура 𝐽𝜔 интегрируема;

2) 3-форма 𝜃𝜔 замкнута;

3) 𝜔 есть ноль функционала kor.

Èç ýòîé òåîðåìû âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà øåñòèìåðíîé ñôåðå 𝑆6 ýðìè-

òîâîé ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íà 𝑆6 çàìêíóòóþ êîìïëåêñíóþ ðåãó-

ëÿðíóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ 3-ôîðìó ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3. Êàê áûëî ïîêàçàíî
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âûøå, ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ 1-ôîðìà 𝜔 íà 𝑆6, âñþäó îòëè÷íàÿ îò 0, ïîðîæäàåò

êîñîñèììåòðè÷íóþ êîìïëåêñíóþ 3-ôîðìó ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3:

𝜃𝜔 = 𝜔1 ∧ 𝜔2 ∧ 𝜔3, 𝜔1 = 𝜔.

Óñëîâèå 𝑑𝜃𝜔 = 0 äàåò, ÷òî ýòà 3-ôîðìà ïîðîæäàåò ýðìèòîâó ñòðóêòóðó íà 𝑆6.

Êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ òàêîé çàìêíóòîé 3-ôîðìû íà 𝑆6 íà äàííûé ìîìåíò íåèç-

âåñòíî. Çäåñü ìû ìîæåì òîëüêî ïðèâåñòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíå-

íèè êîòîðûõ íà 𝑆6 ñóùåñòâóåò òàêàÿ 3-ôîðìà.

Предложение 5.5. Если на шестимерной сфере 𝑆6 выполнено одно из усло-

вий:

1) На 𝑆6 существует глобальный комплексный замкнутый 3-корепер;

2) на 𝑆6 существуют комплексные гладкие функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, такие что

их дифференциалы линейно независимы в каждой точке из 𝑆6;

3) На 𝑆6 существует глобальный комплексный 3-корепер 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, такой

что 𝑑𝜔𝑘 ∧ 𝜔1 ∧ 𝜔2 ∧ 𝜔3 = 0, 𝑘 = 1, 2, 3,

то на 𝑆6 существует эрмитова структура.

Замечание 5.6. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.11 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà øåñòèìåðíîé

ñôåðå 𝑆6 ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ çàìêíóòàÿ

3-ôîðìà ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3, òî îíà ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ ñòðóê-

òóð íà 𝑆6, ïàðàìåòðèçîâàííîå ýëåìåíòàìè îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû ãëàäêèõ

àâòîìîðôèçìîâ 𝑆6 íà ðàäèêàë ýòîé 3-ôîðìû.

Äëÿ âåùåñòâåííûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 3-ôîðì íà 𝑆6 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:

Теорема 5.7. На шестимерной сфере не существует вещественных косо-

симметричных регулярных 3-форм с радикалом ранга 3.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑆6 ñóùåñòâóåò êîñîñèììåòðè÷íàÿ

ðåãóëÿðíàÿ âåùåñòâåííàÿ 3-ôîðìà Ω ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3. Ïóñòü 𝐷+ = radΩ,

à 𝐷− åñòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðàñïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ 𝐷+ îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà 𝑆6. Òàê êàê 𝑆6 åñòü êîìïàêò-

íîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, èç ïðåäëîæåíèÿ 4.10 ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèÿ

êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐷+ è 𝐷− îðèåíòèðóåìû. Ïóñòü 𝑒(𝐸) � êëàññ Ýé-

ëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝐸. Ïîñêîëüêó êëàññ Ýéëåðà ëþáîãî âåêòîðíîãî

ðàññëîåíèÿ íå÷åòíîãî ðàíãà ðàâåí 0, èìååì:

𝑒(𝑆6) = 𝑒(𝐷+)⌣ 𝑒(𝐷−) = 0.

Íî 𝑒(𝑆6) ̸= 0, ïîñêîëüêó ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà øåñòèìåðíîé ñôåðû ðàâíà

2. Ñëåäîâàòåëüíî, íà 𝑆6 íå ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííûõ ðåãóëÿðíûõ êîñîñèììåò-

ðè÷íûõ 3-ôîðì ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3.

Èç òåîðåì 4.2 è 5.7 ïîëó÷àåì:

Следствие 5.8. На шестимерной сфере не существует почти параком-

плексных структур.
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§ 6. Эрмитовы и пара-эрмитовы структуры

на шестимерных многообразиях

Çäåñü ìû èçó÷èì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íà íåêîòîðûõ øåñòèìåðíûõ ìíîãî-

îáðàçèÿõ ýðìèòîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð, à òàêæå ïîëó÷èì ñåìåéñòâà

ýðìèòîâûõ è ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð íà ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Çàìåòèì, ÷òî

â [6] îïèñàíû ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà øåñòèìåðíûõ ïðîèçâåäåíè-

ÿõ ñôåð ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ îêòàíèîíîâ è äîêàçàíî, ÷òî âñå òàêèå ïî÷òè

êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íå èíòåãðèðóåìû. Çäåñü ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü

óìíîæåíèå îêòîíèîíîâ è ïîëó÷èì ýðìèòîâû ñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èç

� 4.

Ïóñòü 𝑆𝑛 � âåùåñòâåííàÿ ñôåðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R𝑛+1. Ïðè ëþ-

áîì 𝑛 ⩾ 1 𝑆𝑛 åñòü êîìïàêòíîå îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. Êîìïàêòíîå ìíî-

ãîîáðàçèå 𝑆3 × 𝑆3 ìîæíî âëîæèòü â êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî C4, ïîýòîìó

íà 𝑆3 × 𝑆3 ñóùåñòâóåò ýðìèòîâà ñòðóêòóðà, èíäóöèðîâàííàÿ èç C4. Òàêæå,

ïîñêîëüêó 𝑇 (𝑆3 × 𝑆3) = 𝑇 (𝑆3) ⊕ 𝑇 (𝑆3), ýòî ðàçëîæåíèå çàäàåò íà 𝑆3 × 𝑆3

ïàðà-ýðìèòîâó ñòðóêòóðó (ñì. � 2). Èç ïðåäëîæåíèé 4.11 è 4.12 ïîëó÷àåì:

Следствие 6.1. Прямое произведение трехмерных сфер 𝑆3 × 𝑆3 допуска-

ет семейство эрмитовых (пара-эрмитовых) структур, параметризованное

элементами орбиты действия группы гладких автоморфизмов многообразия

𝑆3 × 𝑆3 на радикал Комплексной (вещественной) регулярной замкнутой ко-

сосимметричной 3-форму на 𝑆3 × 𝑆3 с радикалом ранга 3. Кроме того, лю-

бая комплексная (вещественная) замкнутая кососимметричная 2-форма на

𝑆3 × 𝑆3 порождает эрмитову (пара-эрмитову) структуру на 𝑆3 × 𝑆3.

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî 𝑆2 × 𝑆4 äîïóñêàåò ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð,

íî íå äîïóñêàåò ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð.

Теорема 6.2. На многообразии 𝑆2 × 𝑆4 существует семейство эрмито-

вых структур, параметризованное множеством всех комплексных замкну-

тых кососимметричных 2-форм на 𝑆4 × 𝑆2.

Доказательство. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òî íà 𝑆4 ñóùåñòâóåò êîì-

ïëåêñíîå ñå÷åíèå 𝑍 ðàññëîåíèÿ 𝑇C(𝑆
4), âñþäó îòëè÷íîå îò 0. Êîìïëåêñíîå

ñå÷åíèå 𝑍 ïîðîæäàåò íà 𝑆4 êîìïëåêñíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàíãà 1, òàê êàê 𝑍 ̸= 0

íà 𝑆4. Ðàñïðåäåëåíèå 𝑇C(𝑆
2)⊕C𝑍 åñòü èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàíãà 3 â

𝑇C(𝑆
2×𝑆4)). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî

ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü íà 𝑆2×𝑆4 êîìïëåêñ-

íóþ ñòðóêòóðó êàê â � 2. Òåïåðü èç òåîðåìû 4.2 è ïðåäëîæåíèÿ 4.12 ïîëó÷àåì,

÷òî íà 𝑆2 × 𝑆4 ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð, ïàðàìåòðèçîâàííîå

ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà
⋀︀2

𝑇 *
C(𝑆

2 × 𝑆4).

Теорема 6.3. На прямом произведении двумерной сферы 𝑆2 и четырехмер-

ной сферы 𝑆4 не существует почти пара-эрмитовых структур.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑆2×𝑆4 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâà

ñòðóêòóðà. Ïî òåîðåìå 4.2 ýòà ïî÷òè ïàððà-ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ïîðîæäàåò âå-

ùåñòâåííóþ ðåãóëÿðíóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ 3-ôîðìó íà 𝑆2 × 𝑆4 ñ ðàäèêàëîì
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ðàíãà 3. Òàêæå êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.7 ïîëó÷àåì, ÷òî ýéëåðîâà õà-

ðàêòåðèñòèêà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 𝑆2 × 𝑆4 ðàâíà 0. Íî ýéëåðîâà õàðàêòåðè-

ñòèêà ýòîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð ðàâíà 4. Ñëåäîâàòåëüíî, íà 𝑆2×𝑆4 íå

ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð.

Ïîñêîëüêó íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñ ïîëîæèòåëüíîé ýéëåðîâîé

õàðàêòåðèñòèêîé ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå îáðàùàåòñÿ â 0 â íåêîòîðîé òî÷êå (ñì.

[10]), îáîáùàÿ òåîðåìó 6.3, ïîëó÷àåì:

Теорема 6.4. Пусть 𝑀 – вещественное компактное ориентируемое ше-

стимерное многообразие без края с положительной эйлеровой характеристи-

кой. Тогда на 𝑀 не существует почти пара-эрмитовых структур.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ñôåð 𝑆5 × 𝑆1 ìîæíî âëîæèòü â êîìïëåêñíîå ïðî-

ñòðàíñòâî C4 Ýòî ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ýðìèòîâó ñòðóêòóðó. Ïî òåîðåìå 4.2

ýòà ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ïîðîæäàåò ðåãóëÿðíóþ êîìïëåêñíóþ çàìêíóòóþ êîñî-

ñèììåòðè÷íóþ 3-ôîðìó íà 𝑆5 × 𝑆1 ñ ðàäèêàëîì ðàíãà 3. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.11

è ïðåäëîæåíèÿ 4.12 ïîëó÷àåì:

Следствие 6.5. Прямое произведение пятимерной сферы 𝑆5 и окружно-

сти 𝑆1 допускает семейство эрмитовых структур, параметризованное эле-

ментами орбиты действия группы гладких автоморфизмов многообразия 𝑆5×
𝑆1 на радикал Комплексной замкнутой регулярной кососимметричной 3-форму

на 𝑆5 × 𝑆1 с радикалом ранга 3. Кроме того, любая комплексная замкнутая

кососимметричная 2-форма на 𝑆5 × 𝑆1 порождает эрмитову структуру на

𝑆5 × 𝑆1.

Теорема 6.6. Прямое произведение пятимерной сферы 𝑆5 и окружности

𝑆1 допускает семейство пара-эрмитовых структур, параметризованное эле-

ментами орбиты действия группы гладких автоморфизмов многообразия 𝑆5×
𝑆1 на радикал вещественной замкнутой регулярной кососимметричной 3-форму

на 𝑆5 ×𝑆1 с радикалом ранга 3. Кроме того, любая вещественная замкнутая

кососимметричная 2-форма на 𝑆5×𝑆1 порождает пара-эрмитову структуру

на 𝑆5 × 𝑆1.

Доказательство. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñôåðó 𝑆5 êàê ïîâåðõíîñòü â êîì-

ïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå C3:

𝑆5 = {(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ∈ C3 : |𝑧1|2 + |𝑧2|2 + |𝑧3|2 = 1}.

Ïóñòü 𝑇 3 = 𝑆1 × 𝑆1 × 𝑆1 � òðåõìåðíûé òîð âëîæåííûé â C3. Îïðåäåëèì

äåéñòâèå òîðà 𝑇 3 íà òî÷êó 𝑧 ∈ 𝑆5 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑎(𝑧) = (𝑎1, 𝑧1, 𝑎2𝑧2, 𝑎3, 𝑧3), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ∈ 𝑆5,

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ∈ 𝑆1 × 𝑆1 × 𝑆1.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 𝑧 ∈ 𝑆5 ïðîõîäèò âåùåñòâåííîå òðåõìåð-

íîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑇 3(𝑧). Ââåäåì íà 𝑆5 ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ 𝐷 : 𝐷(𝑧) = 𝑇𝑧(𝑇
3(𝑧)) äëÿ ëþáîãî 𝑧 ∈ 𝑆5. Òàê êàê 𝑆5 � êîìïàêò-

íîå ìíîãîîáðàçèå, äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑧 ∈ 𝑆5 ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü

𝑈 : 𝐷|𝑈 = 𝑇 (𝑇 3(𝑧))|𝑈 . Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ïîëó÷àåì, ÷òî𝐷 åñòü ðåãóëÿðíîå
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èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàíãà 3. Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî íà 𝑆5 × 𝑆1

ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 3-ôîðìà ñ

ðàäèêàëîì 𝐷. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 4.11 è

4.12.

Ïóñòü𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4, è Λ2(𝑀) � ðàññëîåíèå

âåùåñòâåííûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì íàä 𝑀 . Λ2(𝑀) åñòü âåùåñòâåííîå

ïàðàêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 6. Ïóñòü ⋆ � îïåðàòîð Õîäæà íà

ìíîæåñòâå êîñîñèììåòðè÷íûõ ïîëèëèíåéíûõ ôîðì íà𝑀 . Èç ñâîéñò îïåðàòîðà

Õîäæà ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ω ∈ Λ2(𝑀), òî ⋆Ω ∈ Λ2(𝑀), ⋆2 = id, è îïåðàòîð ⋆

èìååò â òî÷íîñòè äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ±1. Òîãäà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

𝑇 (Λ2(𝑀)) åñòü ñóììà Óèòíè äâóõ ðàñïðåäåëåíèé êàñàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ðàíãà 3 𝑇 (Λ2
+(𝑀)) è 𝑇 (Λ2

−(𝑀)), ãäå

Λ2
+(𝑀) = {Ω ∈ Λ2(𝑀) : ⋆Ω = Ω},

Λ2
−(𝑀) = {Ω ∈ Λ2(𝑀) : ⋆Ω = −Ω}.

Ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑇 (Λ2
+(𝑀)) è 𝑇 (Λ2

−(𝑀)) èíâîëþòèâíû, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ êà-

ñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Λ2
+(𝑀) è Λ2(𝑀).

Êàê ïîêàçàíî â � 2, ýòà ïàðà ðàñïðåäåëåíèé îïðåäåëÿåò íà Λ2(𝑀) ïàðà-ýðìèòîâó

ñòðóêòóðó, à ïàðà êîìïëåêñèôèöèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé 𝑇 (Λ2
+(𝑀))⊗C, 𝑇 (Λ2

−(𝑀))⊗
C îïðåäåëÿåò íà Λ2(𝑀) ýðìèòîâó ñòðóêòóðó. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.2, ïðåäëî-

æåíèå 4.11 è ïðåäëîæåíèå 4.12, ïîëó÷àåì:

Предложение 6.7. Расслоение Λ2(𝑀) вещественных кососимметричных

2-форм над четырехмерным вещественным многообразием 𝑀 допускает се-

мейство эрмитовых (пара-эрмитовых) структур, параметризованное элемен-

тами орбиты действия группы гладких автоморфизмов многообразия Λ2(𝑀)

на радикал Комплексной (вещественной) замкнутой регулярной кососиммет-

ричной 3-форму на 𝜆2(𝑀) с радикалом ранга 3. Кроме того, любая комплекс-

ная (вещественная) замкнутая кососимметричная 2-форма на Λ2(𝑀) порож-

дает эрмитову (пара-эрмитову) структуру на Λ2(𝑀).

Замечание 6.8. Ïóñòü 𝑀 � âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4, è

Λ2
C(𝑀) � ðàññëîåíèå êîìïëåêñíûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì íàä ìíîãîîáðà-

çèåì 𝑀 . Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.8 è ïðåäëîæåíèÿ 6.7 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíûå ðàñ-

ñëîåíèÿ Λ2(𝑀) è Λ2
C(𝑀) äîïóñêàþò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, âñþäó îòëè÷íîå îò 0,

à èõ êëàññ Ýéëåðà ðàâåí 0.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ðàññëîåíèÿ âñåõ êîñîñèììåòðè÷íûõ 2-ôîðì íàä ÷å-

òûðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîäðàññëîåíèå òîëüêî

ôóíäàìåíòàëüíûõ 2-ôîðì äëÿ ýðìèòîâûõ èëè ïàðà-ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð â ñëî-

ÿõ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 ñ ôèêñèðîâàííîé ìåòðèêîé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.
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