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От контактных к аффинорным метрическим структурам
Аннотация. Данная работа описывает, как можно обобщить контактные метрические структуры до так называемых аффинорных метрических структур. Аффинорные метрические структуры являются обобщением контактных метрических структур для многообразий произвольной, а не только нечетной, размерности. Показано, какие свойства контактных метрических структур сохраняются для аффинорных метрических структур, а какие нет. Построены аналоги и обобщения характеристических тензорных полей, поля Риба и аффинора. Изучено, какие отличия геометрических структур возникают при переходе от контактных к аффинорным метрическим структурам с радикалом ранга 2 и выше.
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§1 Введение
На нечетномерных многообразиях хорошо изучены контактные метрические структуры [1]. В основе контактной метрической структуры на многообразии 
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 размерности 
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 лежит 1-форма 
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, такая, что радикал ее внешнего дифференциала 
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 есть регулярное распределение касательных подпространств ранга 1. Однако, в геометрии и аналитической механике часто возникают 1-формы, радикал которых имеет ранг 2 и выше. Возникает задача построения метрических структур, порожденных такими 1-формами. В работах [2-4] были введены такие метрические структуры, они были названы аффинорными метрическими структурами, и изучены на группах Ли, алгеброидах Ли и однородных пространствах. Аффинорная метрическая структура порождается незамкнутой 1-формой 
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, с радикалом произвольного ранга (0 и выше) на многообразии любой, как четной, так и не четной, размерности. В частности, контактные метрические структуры есть частный случай аффинорных метрических структур, когда размерность многообразия нечетна, а ранг радикала 1-формы равен 1. В [2-4] для аффинорных метрических структур были получены некоторые обобщения, известных из теории контактных метрических структур, результатов. Но самым удивительным фактом оказалось то, что в случае, когда ранг радикала 1-формы равен 2 и выше, многие конструкции и результаты из теории контактных метрических структур оказываются неверными или бессмысленными. Данная работа четко показывает, как изменяются свойства метрических структур при переходе от контактных метрических структур к аффинорным метрическим структурам с радикалом ранга 2 и выше. Оказывается, что некоторые характеристические тензорные поля из теории контактных структур становятся бессмысленными, требуют модификации либо приобретают более широкий смысл при переходе к радикалу 1-формы ранга 2 и выше. Кроме того, мы докажем несколько фактов, которые крайне важны при обобщении контактных метрических структур до аффинорных метрических структур. Так, например, мы докажем, что все строгие аффинорные метрические структуры с радикалом ранга 1 полностью исчерпываются контактными метрическими структурами.
Структура работы следующая: В §2 приведены основные факты и понятия из теории контактных метрических структур. В §3 вводится понятие аффинорной метрической структуры и даны основные обобщения конструкций из теории контактных структур на случай аффинорной метрической структуры с радикалом произвольного ранга на многообразии произвольной размерности, вне зависимости от четности. В §4 отдельно рассмотрены важные классы аффинорных метрических структур – строгие и 
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-аффинорные метрические структуры. Эти структуры являются прямой аналогией контактных метрических структур для многообразий произвольной размерности  и радикала 1-формы ранга 2 и выше. Важным является §5, поскольку в нем показано, какие характеристические тензорные поля из теории контактных метрических структур можно перенести на аффинорные метрические структуры с радикалом ранга 2 и выше, а какие теряют смысл. Кроме того, в §5 показано, какой прикладной смысл имеют эти характеристические тензорные поля в случае аффинорных метрических структур с радикалом ранга 2 и выше. Наконец, в §6 отдельно рассмотрены левоинвариантные аффинорные метрические структуры на группах Ли, поскольку они дают интересные примеры нетривиальных аффинорных метрических структур с радикалом максимального ранга.
§2 Контактные метрические структуры

Здесь мы приведем понятия и результаты из теории контактных метрических структур, подробное изложение которых можно найти в [1].
Поскольку на любом вещественном многообразии размерности 
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 характеристический многочлен любого линейного оператора в каждой точке имеет хотя бы один вещественный корень, на нечетномерном многообразии не существует невырожденных кососимметричных 2-форм. Это приводит к понятию контактной структуры:

Определение 2.1. Контактной структурой на многообразии 
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 называется тройка 
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, где 
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 - незамкнутая 1-форма класса 
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, такая, что 
[image: image14.wmf]()0

n

d

aa

Ù¹

 всюду на 
[image: image15.wmf]M

, 
[image: image16.wmf]x

 - векторное поле класса 
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, такое, что 
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 для любого 
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 - поле эндоморфизмов касательных пространств на 
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, такое, что
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. Поле эндоморфизмов 
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 называется аффинором, векторное поле 
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 называется полем Риба, 
[image: image27.wmf]d

a

 обозначает внешний дифференциал 1-формы 
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, 
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 обозначает поле тождественных линейных операторов на 
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Распределение касательных подпространств 
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 называется контактным распределением. Контактное распределение является регулярным распределением ранга 
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. Сразу из определения 2.1 следует, что кососимметричная замкнутая 2-форма 
[image: image33.wmf]d

a

 не вырождена на сечениях контактного распределения 
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. Также из определения 2.1 видно, что 
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С контактной структурой на многообразии можно связать риманову метрику. Риманова метрика 
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 на многообразии 
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 называется ассоциированной с контактной структурой 
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Четверка 
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, где 
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 - ассоциированная риманова метрика, называется контактной метрической структурой. Нам понадобиться обобщить это понятие до следующего:
Определение 2.2. Контактной метрической 
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-структурой на многообразии 
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 называется четверка 
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 - контактная 1-форма из определения 2.1, 
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 - аффинор из определения 2.1, 
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 - поле Риба, 
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 - риманова метрика на 
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, такая, что для любых 
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где 
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 - функция класса 
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 положительная всюду на 
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Из этого определения видно, что при 
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 контактная метрическая 
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-структура есть обычная контактная метрическая структура.
Пусть 
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 - билинейная форма на многообразии 
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. Будем обозначать через 
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 1-форму на многообразии 
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, такую, что для любого 
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. Эту операцию называют внутренним произведением векторного поля 
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 на билинейную форму 
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. Хорошо известно, что для любого линейного функционала 
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 на многообразии 
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 с римановой метрикой 
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 существует единственное векторное поле 
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, такое, что 
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 [5]. Такое векторное поле называется характеристическим векторным полем для 1-формы 
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. Из определения 2.2 непосредственно получаем:

Предложение 2.3. Для контактной метрической 
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-структуры 
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 на многообразии размерности 
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 векторное поле 
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 есть характеристическое векторное поле для 1-формы 
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. В частности, для контактной метрической структуры поле Риба есть характеристическое векторное поле для 1-формы 
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Контактная метрическая структура 
[image: image80.wmf](,,,)

g

ax

F

 называется 
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-контактной, если поле Риба 
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 порождает группу локальных изометрий метрики 
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, т.е. является киллинговым векторным полем. Будем обозначать через 
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 оператор производной Ли вдоль векторного поля 
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. Векторное поле 
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 является киллинговым тогда и только тогда, когда для выбранной римановой метрики 
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 [6,7]. Объединяя этот факт с результатами доказанными для 
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-контактных метрических структур в [1], получаем:
Теорема 2.4. Пусть 
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 - контактная метрическая структура на многообразии 
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. Следующие утверждения эквивалентны:
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-контактная метрическая структура;

2)  
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3) Секционная кривизна римановой метрики 
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 в направлении любого двумерного распределения касательных подпространств, содержащего поле риба 
[image: image96.wmf]x

, равна 1.
Используя определение контактной метрической структуры, можно легко получить следующие свойства аффинора [1]:
Предложение 2.5. Пусть 
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3) Для любых 
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5) Для любых 
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Отсюда видно, что аффинор 
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 есть комплексная структура в слоях контактного распределения 
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, ортогональная относительно ассоциированной метрики 
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. Контактное распределение 
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 не инволютивно [1], а следовательно не интегрируемо. Это влечет, что многообразие с контактной метрической структурой не может содержать интегральных подмногообразий 
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Замечание 2.6. Из определения контактной метрической структуры 
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 и предложения 2.3 следует, что поле Риба 
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 ортогонально контактному распределению 
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 относительно римановой метрики 
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. Таким образом, контактная метрическая структура на многообразии 
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задает разложение касательного расслоения 
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 в ортогональную сумму 
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, а поле Риба задает регулярное распределение ранга 1 на 
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§3 Аффинорные метрические структуры
В работах [2-4] были введены и изучены аффинорные метрические структуры, которые являются обобщением контактных метрических структур для 1-форм с радикалом произвольного ранга на многообразиях размерности любой четности. Здесь мы приведем основные определения и результаты для аффинорных метрических структур.

Определение 3.1. Пусть 
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 - билинейная форма на многообразии 
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 называется касательное подпространство
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Радикалом билинейной формы 
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 на многообразии 
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 называется распределение касательных подпространств
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Билинейная форма 
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 называется регулярной, если 
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 есть регулярное распределение на многообразии 
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, т.е. распределение 
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 имеет постоянный ранг во всех точках.

Радикалом незамкнутой 1-формы 
[image: image135.wmf]a

 называется радикал ее внешнего дифференциала 
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 называется регулярной, если распределение 
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.
Термин «радикал 1-формы» используется для того, чтобы четко различать ядро 1-формы и ядро ее внешнего дифференциала. Также из определения видно, что радикал 1-формы есть распределение максимальных касательных подпространств вырождения ее внешнего дифференциала. Поскольку отображение 
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 задает отождествление кососимметричной 2-формы 
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 с полем кососимметричных линейных операторов на 
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, а любой кососимметричный оператор в нечетномерном векторном пространстве всегда имеет хотя бы одно нулевое собственное значение, имеем, что для регулярной 1-формы 
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 с нетривиальным радикалом на многообразии 
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 произвольной размерности 
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 любое распределение подпространств, дополнительных к 
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, всегда имеет четный ранг, поскольку кососимметричная 2-форма 
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 должна быть невырожденной 2-формой в слоях такого распределения. Рабочим расслоением для регулярной незамкнутой 1-формы 
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 на многообразии 
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 называется распределение касательных подпространств, дополнительное к распределению 
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Теорема 3.2. Пусть 
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 - регулярная незамкнутая 1-форма с радикалом ранга 
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 на многообразии 
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[image: image157.wmf]r

 четно, и 
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2) Если 
[image: image159.wmf]n

 не четно, то и 
[image: image160.wmf]r

 не четно, и 
[image: image161.wmf]12
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Теперь мы получаем, что незамкнутая регулярная 1-форма 
[image: image162.wmf]a

 с нетривиальным радикалом на многообразии 
[image: image163.wmf]M

 задает разложение касательного расслоения 
[image: image164.wmf]TM

 в сумму Уитни рабочего расслоения четного ранга и распределения 
[image: image165.wmf]rad
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, ранг которого описывается теоремой 3.2. Это позволяет ввести понятия аффинора для 1-формы с радикалом произвольного ранга, используя свойства из предложения 2.5 как аксиомы.
Определение 3.3. Пусть 
[image: image166.wmf]a

 - незамкнутая регулярная 1-форма на многообразии 
[image: image167.wmf]M

, и 
[image: image168.wmf]D

 - рабочее расслоение для 1-формы 
[image: image169.wmf]a

. Аффинором, ассоциированным с 1-формой 
[image: image170.wmf]a

 называется поле 
[image: image171.wmf]F

 эндоморфизмов касательных пространств на 
[image: image172.wmf]M

, такое, что:
1) 
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[image: image174.wmf]2
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 - поле тождественных операторов на 
[image: image176.wmf]M
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3) 
[image: image177.wmf]a
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4) Для любого 
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Сразу из определения видно, что аффинор 
[image: image180.wmf]F

 есть ортогональная комплексная структура в слоях рабочего расслоения 
[image: image181.wmf]D

, положительно ассоциированная с ограничением кососимметричной 2-формы 
[image: image182.wmf]d
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 на слои рабочего расслоения 
[image: image183.wmf]D

.
Аффинорной структурой на многообразии 
[image: image184.wmf]M

 называется тройка 
[image: image185.wmf](,,)
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, где 
[image: image186.wmf]a

 - незамкнутая регулярная 1-форма на 
[image: image187.wmf]M

, 
[image: image188.wmf]D

 - рабочее расслоение для 
[image: image189.wmf]a

, 
[image: image190.wmf]F

 - аффинор, ассоциированный с 1-формой 
[image: image191.wmf]a

. Контактная структура на многообразии нечетной размерности есть аффинорная структура с рабочим расслоением 
[image: image192.wmf]ker
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 и радикалом ранга 1, порожденным полем Риба. Точная симплектическая структура на четномерном многообразии есть аффинорная структура с нулевым радикалом и рабочим расслоением 
[image: image193.wmf]DTM
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. Чтобы обобщить описанную в §2 контактную метрическую структуру на случай 1-форм с радикалом ранга 2 и выше, необходимо ввести еще один объект.
Определение 3.4. Метрикой радикала 1-формы 
[image: image194.wmf]a

 на многообразии 
[image: image195.wmf]M

 с рабочим расслоением 
[image: image196.wmf]D

 и нетривиальным радикалом называется симметричная билинейная форма 
[image: image197.wmf]b

 на 
[image: image198.wmf]M

, такая, что 
[image: image199.wmf]rad
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, а ограничение билинейной формы 
[image: image200.wmf]b

 на сечения распределения 
[image: image201.wmf]rad
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 есть послойное скалярное произведение сечений.
Аффинорной метрической структурой на многообразии 
[image: image202.wmf]M

 называется следующий набор объектов: 
[image: image203.wmf](,,,)
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, где 
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 - аффинорная структура на 
[image: image205.wmf]M

, а 
[image: image206.wmf]b

 - метрика радикала 1-формы 
[image: image207.wmf]a

 на 
[image: image208.wmf]M

. Обозначим через 
[image: image209.wmf]d
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Из определений 3.3 и 3.4 вытекает, что 
[image: image211.wmf]d
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 есть вырожденная симметричная билинейная форма на 
[image: image212.wmf]M

, ограничение которой на сечения рабочего расслоения есть послойное скалярное произведение сечений, а билинейная форма 
[image: image213.wmf]gd
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 есть риманова метрика на 
[image: image214.wmf]M

. Для контактной метрической структуры метрика радикала имеет вид 
[image: image215.wmf]baa
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, однако, для аффинорных метрических структур с радикалом ранга 2 и выше метрику радикала нужно задавать независимо от 
[image: image216.wmf]a

. Из определений 3.3 и 3.4 получаем следующие свойства аффинорных метрических структур, подробное доказательство которых можно найти в [4]:
Предложение 3.5. Пусть 
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 - аффинорная метрическая структура на многообразии 
[image: image218.wmf]M
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4) Распределения 
[image: image224.wmf]D

 и 
[image: image225.wmf]rad
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 ортогональны относительно римановой метрики 
[image: image226.wmf]g

.
Необходимые условия существования на многообразии аффинорной метрической структуры связаны с характеристическими классами векторных расслоений [8]. Пусть 
[image: image227.wmf]E

 - векторное расслоение над паракомпактным многообразием 
[image: image228.wmf]M

, 
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 - первый класс Штифеля-Уитни векторного расслоения 
[image: image230.wmf]E

 а 
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 - класс Эйлера векторного расслоения 
[image: image232.wmf]E

. Если на многообразии 
[image: image233.wmf]M

 существует глобальное сечение векторного расслоения 
[image: image234.wmf]E

, всюду отличное от нуля, то 
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 [8]. Если на 
[image: image236.wmf]M

 существует непрерывный выбор формы объема в слоях векторного расслоения 
[image: image237.wmf]E

, то 
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 [8]. Если многообразие 
[image: image239.wmf]M

 допускает аффинорную метрическую структуру 
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, то 
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 задает непрерывный выбор формы объема в слоях рабочего расслоения 
[image: image243.wmf]D

, а 
[image: image244.wmf]d
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 есть глобальное сечение расслоения кососимметричных 2-форм на 
[image: image245.wmf]M

. Таким образом получаем следующие необходимые условия существования аффинорной метрической структуры:
Предложение 3.6. Если паракомпактное многообразие 
[image: image246.wmf]M

 допускает аффинорную метрическую структуру 
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где 
[image: image249.wmf]2
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 - расслоение кососиметричных 2-форм на многообразии 
[image: image250.wmf]M

.
Из теоремы 3.2 следует, что четырехмерная сфера может допускать аффинорные метрические структуры только либо с радикалом ранга 0, либо с радикалом ранга 2. С помощью предложения 3.6 в [4] доказано, что четырехмерная сфера не допускает аффинорных метрических структур с радикалом любого допустимого ранга. Сейчас мы получим достаточное условие существования на многообразии аффинорной метрической структуры с радикалом максимально возможного ранга.
Предложение 3.7. Если паракомпактное многообразие 
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 размерности 
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dfdg

 линейно независимы в каждой точке 
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, то на 
[image: image256.wmf]M

 существует аффинорная метрическая структура с радикалом ранга 
[image: image257.wmf]2
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Доказательство. На паракомпактном многообразии с помощью разбиения единицы всегда можно построить риманову метрику [9]. Обозначим такую метрику через 
[image: image258.wmf]g

. По теореме Рисса о линейном функционале на пространстве с римановой метрикой [5] на многообразии 
[image: image259.wmf]M

 существуют глобальные, всюду линейно независимые, векторные поля  
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Поскольку ядро любой 1-формы, всюду отличной от нуля, всегда имеет коразмерность 1, получаем, что 
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. Рабочее расслоение 
[image: image266.wmf]D

 зададим как распределение двумерных касательных подпространств, порожденных векторными полями 
[image: image267.wmf]S

 и 
[image: image268.wmf]T

, а аффинор 
[image: image269.wmf]F

 зададим следующим образом:
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Прямые вычисления показывают, что 
[image: image271.wmf]F

 удовлетворяет всем условиям определения 3.3. Остается задать метрику радикала. Положим 
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. Окончательно, мы получили на 
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 аффинорную метрическую структуру 
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Отметим, что в отличии от контактной метрической структуры, аффинорная метрическая структура с радикалом произвольного ранга может иметь как инволютивное, так и не инволютивное рабочее расслоение. Простейшим примером многообразия с аффинорной метрической структурой, имеющей инволютивное рабочее расслоение, является прямое произведение четномерного многообразия с точной симплектической структурой и многообразия произвольной размерности, на котором скобка Ли любых двух векторных полей равна нулю. Нетривиальный пример аффинорной метрической структуры с инволютивным рабочим расслоением мы приведем в §6.
§4 Характеристическое векторное поле
Здесь мы рассмотрим обобщение поля Риба для аффинорных метрических структур с радикалом произвольного ранга и опишем отдельный класс так называемых строгих аффинорных метрических структур.
Пусть 
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 - аффинорная метрическая структура на многообразии 
[image: image281.wmf]M

 класса 
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 - порожденная этой структурой риманова метрика на 
[image: image284.wmf]M

. По теореме Рисса о линейном функционале на пространстве с римановой метрикой [5] на 
[image: image285.wmf]M

 существует единственное векторное поле 
[image: image286.wmf]():I
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. Такое векторное поле называется характеристическим векторным полем. Сразу из определения следует, что характеристическое векторное поле 
[image: image287.wmf]x

 ортогонально распределению 
[image: image288.wmf]ker
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 относительно метрики 
[image: image289.wmf]g

. В отличии от контактных метрических структур, для аффинорных метрических структур с радикалом произвольного ранга характеристическое векторное поле может как лежать в радикале 1-формы 
[image: image290.wmf]a

, так и не лежать.
Определение 4.1. Аффинорная метрическая структура 
[image: image291.wmf](,,,)
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 с характеристическим векторным полем 
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 на многообразии 
[image: image293.wmf]M

 называется строгой, если 
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Контактная метрическая структура на нечетномерном многообразии есть простейший пример строгой аффинорной метрической структуры с радикалом ранга 1. Кроме того, для контактных метрических структур рабочее расслоение совпадает с контактным распределением. В случае аффинорной метрической структуры с радикалом ранга 2 и выше, рабочее расслоение может как лежать в ядре 1-формы 
[image: image296.wmf]a

, так и не лежать.
Предложение 4.2. Аффинорная метрическая структура 
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 с ненулевым радикалом на многообразии 
[image: image298.wmf]M

 является строгой тогда и только тогда, когда 
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Доказательство. Из пункта 4 предложения 3.5 следует, что 
[image: image300.wmf]rad
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 есть ортогональное дополнение рабочего расслоения 
[image: image301.wmf]D

 относительно римановой метрики 
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. Поскольку характеристическое векторное поле 
[image: image303.wmf]x

 всегда ортогонально распределению 
[image: image304.wmf]ker
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 относительно этой же римановой метрики, если 
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, то 
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 лежит в ортогональном дополнении рабочего расслоения 
[image: image307.wmf]D

, то есть 
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 есть максимальное ортогональное дополнение распределения ранга 1, порожденного векторным полем 
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, получаем 
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Для контактной метрической структуры распределение 
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 всегда не инволютивно. Сейчас мы докажем, что этим же свойством обладает рабочее расслоение строгой аффинорной метрической структуры с радикалом произвольного ранга.
Предложение 4.3. Рабочее расслоение строгой аффинорной метрической структуры 
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 на многообразии 
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 не может быть инволютивным распределением на 
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.
Доказательство. Воспользуемся инвариантным определением внешнего дифференциала 1-формы 
[image: image319.wmf]a
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Здесь 
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 обозначает действие векторного поля 
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 на функцию 
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 обозначает скобку Ли векторных полей 
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.  Предположим, что рабочее расслоение 
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 инволютивно. Тогда 
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 , то есть ограничение 2-формы 
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 на сечения рабочего расслоения равно нулю, что противоречит определению рабочего расслоения.∎
Из теоремы 3.2 следует, что строгая аффинорная метрическая структура с радикалом ранга 1 может существовать только на нечетномерном многообразии. Контактная метрическая структура есть строгая аффинорная метрическая структура с радикалом ранга 1 и метрикой радикала 
[image: image332.wmf]baa
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. Оказывается, что множество всех строгих аффинорных метрических структур с радикалом ранга 1 полностью исчерпывается контактными метрическими 
[image: image333.wmf]l

-структурами.

Предложение 4.4. Строгая аффинорная метрическая структура 
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 на многообразии размерности 
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  имеет радикал ранга 1 тогда и только тогда, когда она является контактной метрической 
[image: image336.wmf]l

-структурой.
Доказательство. То, что контактная метрическая 
[image: image337.wmf]l

-структура имеет радикал ранга 1 показано в §2. Пусть теперь строгая аффинорная метрическая структура 
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 имеет радикал ранга 1. Из предложения 4.2 получаем, что 
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, где 
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 - функция класса 
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, положительная всюду на 
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. Поскольку характеристическое векторное поле 
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 порождает регулярное распределение 
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 ранга 1, 
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 всюду на 
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. Положим 
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где 
[image: image353.wmf]D
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 - проекция векторного поля 
[image: image354.wmf]X

 на рабочее расслоение 
[image: image355.wmf]D

. Для любых 
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Из определения 3.4 следует, что функция 
[image: image358.wmf]00
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 всюду на 
[image: image359.wmf]M
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Замечание 4.5. Если 
[image: image360.wmf]x

 - характеристическое векторное поле строгой аффинорной метрической структуры 
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Понятие 
[image: image365.wmf]K

-контактной метрической структуры легко обобщается на аффинорные метрические структуры.
Определение 4.6. 
[image: image366.wmf]K

-аффинорной метрической структурой на многообразии 
[image: image367.wmf]M

 называется аффинорная метрическая структура, для которой характеристическое векторное поле порождает однопараметрическую группу локальных изометрий многообразия 
[image: image368.wmf]M

 относительно римановой метрики 
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, то есть является киллинговым векторным полем.
Векторное поле 
[image: image370.wmf]X

 является киллинговым для римановой метрики 
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 тогда и только тогда, когда производная Ли 
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 [7]. Используя этот факт, в [2] и [4] получены следующие результаты:

Теорема 4.7. Пусть 
[image: image373.wmf](,,,)

D

ab

F

 - 
[image: image374.wmf]K

-аффинорная метрическая структура с характеристическим векторным полем 
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 и радикалом ранга 
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3) Кривизна Риччи в направлении характеристического векторного поля 
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 равна 
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Отметим, что в этой теореме свойства 2 и 3 выполняются почти всюду, если характеристическое векторное поле обращается в 0 в некоторых точках, и выполняется всюду, когда 
[image: image393.wmf]0
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 во всех точках. Для 
[image: image394.wmf]K

-контактных метрических структур это уточнение не требуется, так как поле Риба всюду отлично от нуля по определению.
§5 Характеристические тензорные поля

Здесь мы изучим вопрос, какие характеристические тензорные поля из теории контактных метрических структур можно перенести на аффинорные метрические структуры, а какие нет.

Определение 5.1. Тензором кручения аффинорной метрической структуры 
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 называется тензорное поле 
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Здесь 
[image: image401.wmf][,]
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 обозначает скобку Ли векторных полей 
[image: image402.wmf],
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.
Для контактной метрической структуры тензор кручения всегда отличен от нуля. Однако, для аффинорной метрической структуры с радикалом ранга 2 и выше он может быть нулевым и имеет важное геометрическое значение.
Теорема 5.2. Пусть 
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 - аффинорная метрическая структура с нулевым тензором кручения с радикалом ранга 
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 инволютивно, и через каждую точку 
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Доказательство. Из определения 3.3 следует, что 
[image: image410.wmf]()
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Поскольку 
[image: image416.wmf]F

 есть послойный изоморфизм рабочего расслоения, получаем, что при 
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, т.е. распределение 
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 инволютивно. По теореме Фробениуса для инволютивного распределения 
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 на многообразии 
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 через каждую точку 
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 проходит интегральное подмногообразие 
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. Ограничение аффинора 
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 на подмногообразие 
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 есть тензор Нейенхейса этой почти комплексной структуры. Условие 
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 влечет, что 
[image: image431.wmf]F

 есть комплексная структура на 
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 [6]. Таким образом, 
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Q

 комплексной размерности 
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Замечание 5.3. Из предложения 4.3 и доказательства теоремы 5.2 следует, что тензор кручения строгой аффинорной метрической структуры всегда отличен от 0. Более точно, ограничение тензора кручения на сечения рабочего расслоения не равно 0.
Пусть 
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 - аффинорная метрическая структура с характеристическим векторным полем 
[image: image437.wmf]x

. Тогда определен кососимметричный тензор
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Контактная метрическая структура на нечетномерном многообразии 
[image: image439.wmf]M

 называется нормальной, если она продолжается до эрмитовой структуры на прямом произведении многообразия 
[image: image440.wmf]M

 и одномерного вещественного многообразия 
[image: image441.wmf]R

. В [1] доказано, что контактная метрическая структура является нормальной, тогда и только тогда, когда ее тензор 
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. При доказательстве этого факта используется свойство, что для контактной метрической структуры 
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, где 
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 - поле тождественных операторов на 
[image: image445.wmf]M

. Для аффинорной метрической структуры с радикалом ранга 2 и выше это свойство не выполняется, а следовательно, условие 
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 не дает какого-либо специального класса аффинорных метрических структур. Заметим также, что для строгих аффинорных метрических структур условие 
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 может выполняться, когда ранг радикала равен 2 и выше.
Будем обозначать через 
[image: image448.wmf]L
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 оператор производной Ли в направлении векторного поля 
[image: image449.wmf]X

. С его помощью для аффинорной метрической структуры 
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 определяются следующие тензорные поля:
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где 
[image: image453.wmf]x

 - характеристическое векторное поле аффинорной метрической структуры. Для контактной метрической структуры тензор 
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 всегда равен нулю [1]. Однако, для аффинорных метрических структур с радикалом ранга 2 и выше он имеет важное значение.
Предложение 5.4. Аффинорная метрическая структура 
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 является строгой тогда и только тогда, когда 
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Доказательство. Будем использовать следующее представление производной Ли 1-формы 
[image: image458.wmf]a

 [6,7]:
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Для любых 
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Для строгой аффинорной метрической структуры из предложения 4.2 следует, что 
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Откуда 
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[image: image467.wmf]0

X

=

, получаем 
[image: image468.wmf]0

C

=

. Так как 
[image: image469.wmf]()

DTM

=F

, 
[image: image470.wmf]ker

D

a

Í
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 есть строгая аффинорная метрическая структура.∎
Замечание 5.5. Если характеристическое векторное поле 
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 аффинорной метрической структуры 
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 имеет для инвариантных аффинорных метрических структур на группах Ли и однородных пространствах.
В случае, когда характеристическое векторное поле 
[image: image477.wmf]x

 имеет постоянную длину, непосредственно из определения тензора 
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 следует, что условие 
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. Из определения строгой аффинорной метрической структуры получаем:
Предложение 5.6. Аффинорная метрическая структура с нетривиальным радикалом и характеристическим векторным полем постоянной длины является строгой, тогда и только тогда, когда для нее выполняется условие 
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Для контактной метрической структуры тензор 
[image: image482.wmf](4)
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 всегда нулевой [1]. Используя предложения 5.4 и 5.6, а также транзитивность отношения эквивалентности, получаем:

Следствие 5.7. Пусть 
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 - аффинорная метрическая структура с нетривиальным радикалом и характеристическим векторным полем постоянной длины на многообразии 
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. Следующие условия эквивалентны:
1) 
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 - строгая аффинорная метрическая структура;

2) 
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В [1] доказано, что контактная метрическая структура является 
[image: image488.wmf]K

-контактной тогда и только тогда, когда 
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. При доказательстве этого факта используется то, что для контактной метрической структуры метрика радикала имеет вид 
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=Ä

. Поскольку для аффинорной метрической структуры с радикалом ранга 2 и выше метрика радикала имеет произвольный вид, обобщить это доказательство на аффинорные метрические структуры с радикалом ранга 2 и выше невозможно. Таким образом, для аффинорных метрических структур с радикалом ранга 2 и выше условие 
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 не эквивалентно условию 
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-афинорности.
§6 Левоинвариантные аффинорные метрические структуры на группах Ли
Левоинвариантные аффинорные метрические структуры на группах Ли удобны для построения нетривиальных примеров аффинорных метрических структур и демонстрации их свойств. Подробно такие структуры изучены в [2,3]. Левоинвариантные контактные метрические структуры на группах Ли изучены в [10].
Пусть 
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 - группа Ли размерности 
[image: image494.wmf]3

³

, и 
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 - ее алгебра Ли. Будем обозначать через 
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 относительно операции скобки Ли. Аффинорная метрическая структура 
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В [2] доказано, что для левоинвариантной аффинорной метрической структуры характеристическое векторное поле является левоинвариантным, рабочее расслоение является левоинвариантным распределением на 
[image: image504.wmf]G

, а 
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 есть подалгебра в алгебре Ли 
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. Подалгебра 
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 порождает связную подгруппу 
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, которая называется подгруппой радикала. В [2] доказано, что подгруппа радикала 
[image: image509.wmf]R

 совпадает со связной компонентой единицы стабилизатора коприсоединенного действия группы Ли 
[image: image510.wmf]G

 на 1-форму 
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, т.е. однородное пространство 
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 диффеоморфно орбите такого действия на 1-форму 
[image: image513.wmf]a

. В [3] показано, что левоинвариантная аффинорная метрическая структура на группе Ли 
[image: image514.wmf]G

 с подгруппой радикала 
[image: image515.wmf]R

 порождает 
[image: image516.wmf]G

-инвариантную почти кэлерову структуру на однородном пространстве 
[image: image517.wmf]/

GR

. Из теоремы 5.2 получаем:

Следствие 6.1. Левоинвариантная аффинорная метрическая структура на группе Ли 
[image: image518.wmf]G

 с нетривиальной подгруппой радикала 
[image: image519.wmf]R

 и нулевым тензором кручения порождает однородное кэлерово пространство 
[image: image520.wmf]/

GR

 с 
[image: image521.wmf]G

-инвариантной кэлеровой структурой.
Также из теоремы 5.2 вытекает следующий результат:

Следствие 6.2. Если вещественная группа Ли 
[image: image522.wmf]G

 размерности 
[image: image523.wmf]3

n
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 допускает левоинвариантную аффинорную метрическую структуру 
[image: image524.wmf](,,,)

D

ab

F

 с радикалом ранга 
[image: image525.wmf]1

r
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 и нулевым тензором кручения, то рабочее расслоение 
[image: image526.wmf]D

 есть подалгебра в алгебре Ли 
[image: image527.wmf]g

, порождающая связную подгруппу 
[image: image528.wmf]Q

 комплексной размерности 
[image: image529.wmf]2

nr

-

, и ограничение аффинорной метрической структуры на подгруппу 
[image: image530.wmf]Q

 есть левоинвариантная кэлерова структура на 
[image: image531.wmf]Q

.
Характеристическое векторное поле 
[image: image532.wmf]x

 левоинвариантной аффинорной метрической структуры на группе Ли 
[image: image533.wmf]G

 с подгруппой радикала 
[image: image534.wmf]R

 порождает однопараметрическую подгруппу 
[image: image535.wmf]()

t

G

x

. Очевидно, что аффинорная метрическая структура является строгой тогда и только тогда, когда 
[image: image536.wmf]()

t
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x

Ì

. Из следствия 5.7 и замечания 5.5 получаем:
Следствие 6.3. Пусть 
[image: image537.wmf](,,,)

D
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F

 - левоинвариантная аффинорная метрическая структура на группе Ли 
[image: image538.wmf]G

 с подгруппой радикала 
[image: image539.wmf]R

 и характеристическим векторным полем 
[image: image540.wmf]x

. Следующие утверждения эквивалентны:

1) 
[image: image541.wmf](,,,)

D
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F

 - строгая аффинорная метрическая структура;

2) 1-форма 
[image: image542.wmf]a

 инвариантна относительно коприсоединенного действия однопараметрической подгруппы 
[image: image543.wmf]()

t

G

x

;

3) 
[image: image544.wmf](2)
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N

=

;
4) 
[image: image545.wmf]L0

x

a

=

.
Для левоинвариантной 1-формы 
[image: image546.wmf]a

 на группе Ли 
[image: image547.wmf]G

 внешний дифференциал имеет вид:


[image: image548.wmf]2(,)([,]),,,

dXYXYXY
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где 
[image: image549.wmf][,]

XY

 обозначает скобку Ли в алгебре Ли 
[image: image550.wmf]g

. Отсюда видно, что на коммутативной группе Ли любая левоинвариантная 1-форма замкнута.
Предложение 6.4. На некоммутативной компактной группе Ли 
[image: image551.wmf]G

 размерности 
[image: image552.wmf]3

³

 всегда существует левоинвариантная аффинорная метрическая структура с ненулевым радикалом.
Доказательство. Поскольку группа Ли 
[image: image553.wmf]G

 не коммутативна, в алгебре Ли 
[image: image554.wmf]g

 существуют элементы 
[image: image555.wmf],:[,]0

XYXY

x

=¹

. Выберем на группе Ли 
[image: image556.wmf]G

 левоинвариантную риманову метрику 
[image: image557.wmf]B

 и положим 
[image: image558.wmf]I

B

x

a

=

. Поскольку



[image: image559.wmf]2(,)([,])(,)0,
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[image: image560.wmf]a

 есть левоинвариантная незамкнутая регулярная 1-форма на 
[image: image561.wmf]G

. Пусть 
[image: image562.wmf]dim()

nG

=

. Если 
[image: image563.wmf]n

 - нечетно, то из теоремы 3.2 следует, что 
[image: image564.wmf]rad{0}

a

¹

. Если 
[image: image565.wmf]2
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, и 
[image: image566.wmf]rad{0}
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=

, то 
[image: image567.wmf]()
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 есть левоинвариантная форма объема на 
[image: image568.wmf]G

, и 
[image: image569.wmf]d

q

W=

, где 
[image: image570.wmf]1
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d
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. Так как любая группа Ли является многообразием без края, по формуле Стокса получаем:


[image: image571.wmf]0.
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С другой стороны, форма объема 
[image: image572.wmf]0

W>

 в любой точке из 
[image: image573.wmf]G

 и по интегральной теореме о среднем 
[image: image574.wmf]0

G

W>

ò

. Из этого противоречия следует, что 
[image: image575.wmf]rad{0}
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.

Обозначим через 
[image: image576.wmf]D

 ортогональное дополнение распределения 
[image: image577.wmf]rad

a

 относительно римановой метрики 
[image: image578.wmf]B

. Поскольку левоинвариантное распределение 
[image: image579.wmf]D

 отождествляется с векторным пространством 
[image: image580.wmf]e

D

, где 
[image: image581.wmf]e

 - единица группы 
[image: image582.wmf]G

, в слоях распределения 
[image: image583.wmf]D

 существует комплексная структура 
[image: image584.wmf]J

, положительно ассоциированная с ограничением 2-формы 
[image: image585.wmf]d

a

 на сечения распределения 
[image: image586.wmf]D

 [6]. Положим 
[image: image587.wmf]XJX

F=

, если 
[image: image588.wmf]XD
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, 
[image: image589.wmf]0
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, если 
[image: image590.wmf]rad

X
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Î

. Легко видеть, что 
[image: image591.wmf]F

 есть левоинвариантный аффинор, ассоциированный с 1-формой 
[image: image592.wmf]a

. Обозначим через 
[image: image593.wmf]b

 левоинвариантную билинейную форму на 
[image: image594.wmf]G

, такую, что 
[image: image595.wmf]rad

D
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, а ограничение 
[image: image596.wmf]b

 на сечения распределения 
[image: image597.wmf]rad

a

 есть ограничение римановой метрики 
[image: image598.wmf]B

. Мы получили левоинвариантную аффинорную метрическую структуру 
[image: image599.wmf](,,,)

D

ab

F

.∎
Замечание 6.5. Предложение 6.4 обобщается на любую матричную группу Ли 
[image: image600.wmf]G

, алгебра Ли которой 
[image: image601.wmf]g

 содержит единичную матрицу 
[image: image602.wmf]id

. Поскольку 
[image: image603.wmf]id

 есть центральный элемент такой алгебры Ли, любая незамкнутая левоинвариантная 1-форма на группе Ли 
[image: image604.wmf]G

 имеет ненулевой радикал.
Пример 6.6. Рассмотрим полную линейную группу 
[image: image605.wmf]GL(,)

n

R

, состоящую из невырожденных вещественных матриц порядка 
[image: image606.wmf]n

. Эта группа не компактна. Поскольку алгебра Ли группы Ли изоморфна касательному пространству в единице группы, имеем: 
[image: image607.wmf]idGL(,)

t

en

Î

R

 для любого 
[image: image608.wmf]t

Î

R

, и 
[image: image609.wmf]0
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. Поскольку группа 
[image: image610.wmf]GL(,)
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 не коммутативна, также, как в доказательстве предложения 6.4 получаем левоинвариантную аффинорную метрическую структуру 
[image: image611.wmf](,,,)
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 на группе Ли 
[image: image612.wmf]GL(,)
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.
Сейчас мы построим пример левоинвариантной аффинорной метрической структуры с инволютивным рабочим расслоением и радикалом максимального ранга.

Пример 6.7. Пусть 
[image: image613.wmf]G

 - группа Ли размерности 
[image: image614.wmf]3
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 с алгеброй Ли 
[image: image615.wmf]g

 и 
[image: image616.wmf]h

 - замкнутая левоинвариантная 1-форма на 
[image: image617.wmf]G

. Например, на разрешимой группе Ли всегда существует ненулевая левоинвариантная замкнутая 1-форма. Расширим алгебру Ли 
[image: image618.wmf]g

 до алгебры Ли 
[image: image619.wmf]Å
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 следующим образом: пусть 
[image: image620.wmf]x

 - элемент, порождающий прямую 
[image: image621.wmf]R

, 
[image: image622.wmf]:()1

ZZ

h

Î=

g

. Для любых 
[image: image623.wmf],
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 положим 
[image: image624.wmf][,][,]
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, для любого 
[image: image625.wmf]X
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 положим 
[image: image626.wmf][,](),[,]()
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. Выполнение тождества Якоби для элементов 
[image: image627.wmf],,
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 обеспечивает тот факт, что 1-форма 
[image: image628.wmf]h

 замкнута. Алгебра Ли 
[image: image629.wmf]Å
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g

 с такой скобкой Ли порождает группу Ли 
[image: image630.wmf]1

G

, которая не изоморфна прямому произведению группы Ли 
[image: image631.wmf]G

 на какую-либо одномерную группу Ли. Зафиксируем на 
[image: image632.wmf]1

G

 левоинвариантную риманову метрику 
[image: image633.wmf]B

 и положим 
[image: image634.wmf]I
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. Имеем: 
[image: image635.wmf](,)0
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 для любых 
[image: image636.wmf]ker,
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, 
[image: image637.wmf](,)
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. Таким образом 
[image: image638.wmf]radker
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, а элементы 
[image: image639.wmf],
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 порождают левоинвариантное распределение 
[image: image640.wmf]D

 ранга 2 на 
[image: image641.wmf]1

G

. Поскольку 
[image: image642.wmf][,]
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, распределение 
[image: image643.wmf]D

 инволютивно. Положим 
[image: image644.wmf],,0
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 при 
[image: image645.wmf]rad
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. 
[image: image646.wmf]F

 есть левоинвариантный аффинор, ассоциированный с 1-формой 
[image: image647.wmf]a

. Ограничение римановой метрики 
[image: image648.wmf]B

 на сечения распределения 
[image: image649.wmf]rad

a

 задает левоинвариантную метрику радикала 
[image: image650.wmf]b

 на 
[image: image651.wmf]1

G

. Мы получили левоинвариантную аффинорную метрическую структуру 
[image: image652.wmf](,,,)
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 на группе Ли 
[image: image653.wmf]1

G

 с инволютивным рабочим расслоением 
[image: image654.wmf]D

 и радикалом максимального ранга.
Замечание 6.8. Распределение 
[image: image655.wmf]D

 в примере 6.7 является алгеброй Ли группы аффинных преобразований вещественной прямой, то есть порождает некомпактную некоммутативную подгруппу в группе 
[image: image656.wmf]1

G

. Поскольку 
[image: image657.wmf]rad

a

 порождает подгруппу радикала, получаем, что группа Ли 
[image: image658.wmf]1

G

 локально изометрична полупрямому произведению подгруппы радикала и группы аффинных преобразований вещественной прямой.
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